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buaer 1

1 Omnpenesenusi: THIUBUIYAJbHON W MacCCOBOI 3aJia4u, KOJAWPOBKHU 3aJIa4W,
aJITOPUTMAa pellleHns MacCOBOI 3a/Jladli, BPEMEHHOI CJI0XKHOCTHU aJITOPUTMA.

Onpepenienne. Maccopas 3ajada (npobisema) 11 onpeensercs:
1. oBIwM CIUCKOM BCEX MapaMeTpoB 3a/a4i (CBOOOJHBIX IAPAMETPOB, 3HAUEHHUsI KOTOPBIX He 3aJIaHbl )

2. bOPMYIUPOBKOIT CBOWCTB, KOTOPBIM JIOJIZKEH YIOBJIETBOPSTH OTBET (peIleHne 3a/1a4n).

Onpenenenune. Vnnusuayanbhad 3aja4da [ € 11 - vacTHbIil crydait MmaccoBoit 3ajaan I1 mpu KOHKpeTHO
38 IAHHDBIX [TapaMeTpax.

Onpenenenue. MuoxkectBo [ - MHOXKECTBO BCEX BO3MOXKHBIX 3HAYCHUN IMTAPAMETPOB, 3aI[aHHBIX
IIEPBBIM ITyHKTOM onpejeenus [1.

Omnpenenenne. Anropurm A permaer MaccoByio 3ajady 11, ecu jiytst 1000# WHANBUYATHEHOM 31841
I € TI anropurm A npumenum K I (T.e. oOcTaHABIUBAETCS 38 KOHEYHOE UHUCJIO IIATOB) U daem peuienue
aToit 3amaun 1.

Onpenenenne. Cxema KOIUPOBaHus (KOJAUPOBKA) 3a/1a41 33/1aeTCs Ha HeKoTopoM asidasure 3 = {0},
>* - Bce €JIOBa, KOHEYHOI JUIMHBI B ajidaBuTe ..

Omnpepnenenne. [lmmnoit ciosa 0 = 04,04, ...0;,, 0;; € X Vi; HazeBaerca qucio n € N, n = |o] -
KOJINIEeCTBO OYKB B CJIOBE.

Omnpenenenne. Koanposkoii 3agaqn 11 HaseiBaeTcs: Takoe orobpazkenue e : [I — X*, koTopoe 11000it
uHuBI Ly bHol 3a1ade [ € Il craBur B coorBercTBHE €€ Ko e(]) = 0 € X* u:

1. Bosmoxkno onHO3HAUHOE gekoupoBanue — VI # Iy, e(l1) # e(1s)

1 1

2. e, €' MOMMHOMHUAJILHO BBIYUCIUMBI — JA - aJropuT™, peajusyonmit e, e~ 1 MoauHOM p(-), JJIst
koroporo VI € II Bpems onpenernenus e(I) u e~ *(e(I)) me npesocxomur p(le(I)]).

3. Komuposka Henmsbpltouna — Jyist J1000il Apyroii KoaupoBKu €', yjaoBiersopstonieii 1 n 2 Haiiiercs
nosmHoM p'(+) takoit, uro VI € I1, |e(I)| < p'(|€/(1)]).
Hamnpuwmep |e(I)| = log,(1), |e/'(I)| = logyy(I), momsrmo, aro log,, < log,, mo 3p'(x) = 10 - x u Torma
le(D] <p([(D]), vI L.

Onpenenenne. O6osnadnM t4(0) BpeMs pabOTHI HAJ CJIOBOM 0 € L* (4HCIIO MmAros) aaroputma A
JI0 OCTAHOBKU. Bpemennot caoorcnocmovio anropurma A pemtenust maccosoil 3agaun 1 HazoBem dyHKIMIO
T4(+), onpenessieMy1o Kax

Ti(n) = Uezrpgafékn taloc) VYneZy

2 cI)OI)My.Ha rpaameHTHOIro MeTolda B 3ada4e 683yC.TIOBHOI7I MMHVMN3allNuN.

O6uMI MeTo/IaMHU JIOKAJIBHO OnTUMU3AIUy (JJIs TIPOU3BOJIBLHOTO, He 00sI3aTeJIbHO BBILYKJIOTrO, CJIydast)
SABJISTIOTCS MEMOodbl AOKANDHO20 CNYCKA.

Onpepenenue. Bektop h € R™ HasbiBaeTca nanpasaeruem yoveanus GyHKnuu f B TOUKE T, €CJIH
f(z + ah) < f(z) nag Beex 1o0cTaTOYHO Masbix o > (.



I YrBepxkaenne 3. Ilycrs f auddepennupyema B Touke x. Torma, ecm (gradf(z),h) < 0, To h —
HalnpaB/ieHne yobBauus (pyHKIUH f B TOUYKe T, a ecau h — HampapjeHne yObiBaHusa (GyHKINKA f B TOUKE

x, 1o (gradf(z),h) <O0.

HokazarenbcrBo. U3 ycnosusi auddepennupyemoctn [ uMeeM Jjisd JIOCTATOYHO Majbix « > 0:
f(x+ah)— f(z) = (gradf(z), ah) + o(a) = af{(grad f(z), h) + o(a)/a}. OueBugno, nocienss 106aBKa He
U3MEHUT 3HaKa BhIparkeHus B (DUTYPHBIX CKOOKAX, €CJIM CKAJIAPHOE TIPOU3BEICHNE CTPOTO OTPUIATETHHO
WM CTPOTO MOJIOKHUTETBHO. OTCI0/Ia aBTOMATUIECKH BhITEKaeT Tpebyemoe yreepxkacane. M

3ameuanme. Hampapienune jokaabHOro yoObiBaHus juddepeHimpyemMoit (pyHKINT JOJKHO COCTABISITH
OCTPBIil YTOJI C ee TPAUEHTOB, KOTOPBI ABJISIETCS HAMIYIIINM HallpaBIeHuEM yObIBAHUA.

Onpepenenne. Touka x HasbiBaeTcst cmayuonaprol moukot, ecin gradf(z) = 0.

OrmeTnM, 9TO B YCJOBHON ONTHMH3AIUU PABEHCTBO HYJIIO I'DAJIMEHTa yKe He dABJISAeTCsd HeOOXOINMBIM
yesoBueM Munumyma. Ho B Gosiee mpoctom citydae X = R”™ MoxkHO, JBUTasCh HEOOJBINIMME IATAMU B
HAIPABJICHUN AHTUTPaJneHTa (GyHKIUU f B TEKyIIeil TOYKe, IPUNATH B CTAIMOHAPHYIO TOUYKY, KaK IIPa-
BILJIO, JIOKAJIBHOTO MUHUMYMa. Tak MbI TOJIydaeM uieto 2padueHmmozo Memoda 6e3ycao8HOT MUHUMUSAUUL

Onpenenenue. Dopmyaa 2paduenmrnozo memoda 6e3ycro06HOT MUHUMUSGUUY 38]IACTCA UTEPATUBHOM

IpoLe Ly poit
o =2t — qugradf(azf), t=1,2,..., Va'!eR"

Onpegenenne. Ilapamerp oy HA3BIBAETCS UA20BHIM MHOHCUMENEM T MOXKET BBIOMPATHCS, NCXOIS 13
Pa3/IMIHBIX COOOParKeHu, pa3HbIMU CIIOCOOAMI.
Cr1oco0ObI BBIOOpA IIANOBOTO MHOXKUTEJISA:

1. Haccusnvie cnocobv, — {cy} BbIOHpaeTcs 3apaHee.

e TlocTostHHBI AT — iy = vy JJIst JTOCTATOYHO MAJIBIX (.
e VopiBaronmii mar (ecjau o He U3BECTHO WJIHM NP HAJIUYIUH ITOMEX)
a; 10, > ay; =00 (1o ecThb pag pacxoaures), Y o < 0o, Hampumep oy = 1/t.

2. Adanmuenwvie cnocobo, — {a;} 3aBucutr or peanusyonieiics {x'}.

e Meros ckopeiimiero crycka — «y € Argmingg f (2! — a gradf(z?)).

e Meros apobuienns mara (nenenust monostam) — ecom f (') > f(z'), To BosBpar K ¢-it nrepamun
¢ oy := /2. (Bo3MOXKHO 1 yBeIMUeHNe Mara Ipu CTabuIbHOM yObIBaHUE [, T.e. MPUOIMZKeHHbI
CKODEHIIHii CITycK. )

e [IpaBumo ApMuxo — myTeM JpoOJIeHUS Iara J00MBAEMCsI JIJIsT (v BBIITOJTHEHUS YC/IOBUSI

f(a' — argradf(a')) — f(a') < —e o ||grad f(z")]*

B obmem caydae audpepeHImpyeMoil, orpaHHYeHHONR CHU3Y [ MOXKHO IOJIYUIATH CXOAUMOCTH I'PAJMEHTHOrO
METO/Ia K MHOXKECTBY CTAI[MOHADHBIX TOYEK, a IIPU JOMOJHUTEIbHBIX I[PEINOJIOKEHUAX JIOKa3bIBaeTCst (32
HCKJIIOYEHNEM BapHaHTa ¢ yOBIBAIOIINM IIATOM) AUNEUNAA CKOPOCML CTOOUMOCTNAUL, KOTOPAsi B BBIIYKJIBIX 33/1a9aX
osragaer ||z'T! — 2*|| < q||2t — z*|| s mekoToporo 0 < g < 1.

VKazanuas JIMHelHasd OIeHKa O0bSACHSIETCS TEM, YTO B IPOIECCe MUHUMHU3AINU I'PAIUEHTHBIM METO/IOM HCIIOJIb-
3yercsi JIMHEHHAs AlIPOKCUMAINs 11eJ1eBOil (DyHKIMN Ha KaxKJIOM Iare. bojiee BBICOKYIO CKOPOCTH CXOJIUMOCTH
MTOJIYYal0T JJIsi METOJIOB, OCHOBAHHBIX HA KBaJIPATUYIHON AIIPOKCUMAIIUU, B IIPEJIIOJIOKEHIH JIBAXK/IbI TruddepeH-
nupyemoctu f. TUIUIHBIM TPUMEPOM 3J1eCh SIBJIsIeTCsT Memod Hvtomona.



buaer 2
1 3agaum pacnoszHaBanusi cBoiictB. Kiaccer P m NP.

Onpepenenune. MaccoBas 3ajga4a 1 rie Bropoit myHKT (hOPMYIUPOBKH OIPEJIEISIETC KaK
2. Homyckaercst TosibKO jiBa otBeta - JIA n HET,
HA3BIBACTCS 3a0a%ell pacno3nasanusi c6oUcma.

Onpenenenune. Pemennem unamBuayaabHoil 3amaun I € 1l pacmosHaBaHusi CBOWCTB SIBJISETCS
[IpaBUJILHOE PaCIO3HaBaHNe, IPUHAIIEXKUT JIX OHa K 3a1ad9aM ¢ oTBeToM /[A.

[IpakTruueckn He OrpaHMYMBaeT KJIacC pemiaeMbix 3ajad. Jliobasg 3ajava MUHUMHU3AIANA MOXKET ObITh
[IpeJICTaB/IeHa B BUJIE 3a/Ia11 PACIIO3HABAHUS CBOMCTB. [lj1s1 9TOr0 HE0OX0/IMMO BBECTH €Ille OJIUH ITapaMeTp
B, xoropblii Oy7eT onpeaeadaTh 3HaYeHue 0ONImuMYyMa.

ITpumep: cyrmecTByeT i MapIIpyT JJIMHBI, He TPEBbIMIAONNi B

Omnpenenenne. Asropurm A perienust maccoBoit 3agaan 11 B hbopMyTHpOBKe pacro3HaBaHus CBOWCTB
— JIMT (nerepmunupoBanHasi Mariuia ThiopuHra) ¢ BXOJHBIM aJihaBUTOM Y U KOHEYHBIMU COCTOSTHUSIMU

qy ([A) m qn (HET).

Onpenenenune. f3bik MaccoBoii 3aja4uu [I B hopMmymmpoBke paciio3HaBaHus CBOWCTB ¢ KOJUPOBKOII €
- MHOYKECTBO BCEX CJIOB KayKJIOi MpaBUILHOM MH B Lya bHOl 3agaan [ € Y (11):

L(IT,e) =e(Y(I)) = {0 € ¥* | ¥ — andasur e, 0 =e(l), [ € Y(II)}
(Y - MHOXKeCTBO TeX MHJMBH/IYaJbHBIX 3314, OTBET Ha KOTOPHIX - J[A).

Onpepenenne. f3pikoM amropurva A Ha3bIBAETCS MHOKECTBO HPUHUMAEMBIX ajiaBUTOM CJIOB (C
KOTOpBbIMU Ha BxoJle A octanasiuBaercst B cocrosunu gy ): L(A) = {o € ¥* | X —andasur A, u A(o) = gy}

Onpepenenne. Asnropurm A pewaem maccoByio 3anady [I B bopmynmnpoBke pacro3HaBaHns CBONCTB
¢ xomupoBkoit e, eciim L(A) = L(Il,e) (a3bIK airopuTMa COBIAJAET C S3BIKOM MAaCCOBOW 3ajatdu) W
Vo € ¥*, A ocraHaB/IMBaeTCs.

Onpegenenne. Kaacc nosuHomuasvHo paspewumus 3aday P:
P = {L(I1,e) | 3A pematormuii IT ¢ kogupoekoii e, Ip(-)— nonurom : Tx(n) < p(n) Vn € Z, }.

Omnpenenenne. 3anada I HaspBaeTCA NOAUHOMUAALHO Pa3pewumOtl, €Ci Je - KOAUPOBKA TaKasi, ITO
L(Il,e) € P. Bynem nucars 11 € P.

Sameuanue. OnpejesieHne KaaccoB UIeT JJIsd A3LIKOB, a He 3aJad4. 3aJadd IPUHAJJIEIKAT HEKOTOPBIM
A3BIKAM.

Bameuanne. Kiacc P oTHOCHTBCST TOIBKO K 3aja4aM PACIO3HABAHUSI CBOMCTB (MMeETCsl BBUJLY, UTO JIJIst
JIPYTHUX 3aja49 Mbl He MOKeM 1ucathb I € P, XoTh cyIecTByIOT MOJMHOMUAAJIbHBIE 38/1a9 HEe B (POPMYJIH-
POBKe paclO3HABAHUSI CBOWCTR).

Bameganue. CymiecTByIOT 3a/a49u, JiJIg KOTOPbIX JOKA3aHA UX HEMOJMHOMUAILHOCTD: 1) ajaropurMude-
CKHU HepaspellrMble; 2) ¢ 3alUChI0 PEIIeHUs, JJINHA KOTOPOrO MPEBOCXOIUT IMOJUHOM; 3) ¢ BPEMEHHO
CJIO?KHOCTBIO OOJIBIIIE OJIUHOMA.

HpI/IMep: IIOJINHOMHUAJBHON CYUTAETCA 3a/Ja49a pacCllO3HaBaHUAd Y€THOCTU II€JIOr'0 YucCJIa.



Ounpepnenienne. Hedemepmuruposannot mawunot Toropunea (HAMT) A olpeie/isieTcs Kak Habop
OOBIIHBIX — JleTepMuHupoBaHHbIX — ManH Triopunra (IMT) A(S) ¢ andasurom 3, rue S nmpoberaer Bce
cJI0Ba U3 X

A= {A(S)}ses-

3ameuanmne. Ciosa S B onpejenenun H/IMT moxkHo mponnTeprnpeTnpoBaTh KakK MOJICKA3KU K PEIIEHUIO
(morazku), Torga JIMT A(S) mpoepsier jijist BXOJHOIO CJIOBA ¢ MOJACKa3Ky S U B CIydae MPaBUIBHOCTH
ocranapmmBaercs B cocroganu JJA. HIIMT A IIPOBEPSET JIJI BXOHOTO CJIOBA 0 BCE BO3MOYKHBIE TTO/ICKA3-
KI, U €CJIN XOTh OJIHA IpaBu/ibHas jiorajka cymectsyer, To HIIMT ocranasmuBaercsa ¢ orBetom JIA.

3amedyaHMe. IIPOBEPUTH PEIINMOCTh 3adadn ¢ moackaskoit Ha HJIMT moxkHO 3a mOJIMHOM BpeMeHN
(JUTMHA TIOJICKA3KU TOXKE JIOJIZKHA He IIPEBOCXOJIUTH MOJTMHOMA OT JIJIMHBI BXOJIA).

Onpenenenne. H/IMT A ocranasiuBaercsi, korja ocranaBiusaercsa nepsas uz JIMT A(S), npunu-
MaroIasi BXOJHOe CJIoBO (ocTaHaBimBaercs B coctoguun JTA).
Ounpenesienne. ¢3pik HIIMT - muO)ecTBO €j10B, puHnMaeMbix xots 661 oguoit JIMT A(S) € A:

LA ={ocex |3Sex :0e L(AS))}
Bameganue. H/IMT ne moxer ocranoBurbes ¢ orBerom HET (ona Gyer paborars BedTHO).

Omnpenenenane. HIIMT A peraeT MaccoByio 3ajady Il ¢ KoqupoBKoii €, eciim X A3bIKA COBIAJIAIOT:
L(I1,e) = L(A).

Onpenenenune. Bpewms padorer HIIMT Ha1 cjioBOM 0 KAk MUHUMAJIBLHOE U3 BPEMEH PAabOThI HAJT BXOJIOM
o IMT A(S), npuHIMAIOIUX 0 ¢ YIeTOM BPEMEeHH MPOYTeHus caoBa S (T.e. ero JJINHBI).

~

tA(U) = min }{|S’+t,4(g)((7)}.

{S | UELA<S)

Onpenenenune. Bpemennoit cioxuocrsio HJIAMT A perenust MaccoBoii 3aja4un [I nazosem pyHKINIO
TA(') . Vn < Z+

~ ~

T:(n) = max ti(o) = max min S|+t o
() o€L(A) : |ol<n a(0) {(o€L(A) : |o|<n} {5 | JGLA(S>}{‘ [ +tas) (o)}

Onpenenenune. Kaacc nedemepmunupo8arivly noaunoMuaronuz 3aday NP: Takue a3b1Ku, 118 KOTO-
poix cymectByer H/IMT pemartomias 3agaqay 1 ¢ KomupoBKoil e, 4To BpeMeHHas cJI0KHOCTb 3roir HIMT
OyJieT TTOJIMHOMOM OT JIFOOOM JIJIMHBI BXOJIbI HAIEl 3a1atm:

NP = {L(Il,e) | 3A - HAMT, pem. 3agaun II ¢ xomuposkoii e, Ip(-) - nommmom : T < p(n) Vn € Z,}

Onpenenenune. Henerepmunuposannoit 3ajadeil Ha3biBaeTcs Takad 3ajgada [, eciom mia mee cyre-
crByer Takas koguposka e, uto L(II, e) € NP. Byaem nucars I1 € NP.

I YrBepxkaeaue 1. P C NP.

SamedaHue. JJ0Ka3aTh, YTO BKIOUYEHNE CTPOroe/He CTPOroe HEBO3MOXKHO.

3ameuanmne. 3aja4a, J1j1g KOTOPOl MOYKHO JIOKa3aTh, YTO OHA HE MOJUHOMHUAJIHHO, MOYKHO JOKA3aTh, YTO
ona u ne 3 NP. Ecin ke 3ama4ua u3 kinacca NP, 1o noka3arh, 9T0 oHa He HOJUHOMAJILHA HETb3s.

IIpumep: HeperepmMunmpoBaHHOW MOJIMHOMUAIBLHON 3ajaveil apjsgercs KM, T.K. mpoBeputhb J10rajiKy
(MapIIpyT) MOXKHO 3a IIOJMHOM BPEMEHH.



Onpenenenne. [lonomaurenbuoii 3aateii [1 k maccosoit 3agade 11 pacnoznaBanmst CBONCTB HA3LIBACT-
csl TaKasl 3a/1a1a, KOTopasi 3aaeT oOpaTHblii Bonpoc, nexkenn [1. @opmansro: D(II) = D(IT), Y/(II)\ Y (II).
Ounpegenenne. co-P = {II | IT € P}.

Onpenenenne. co-NP = {II | Il € NP}

I YrBepxkKaenue 2. co-P =P.
3ameuanwme. aHajorundnoro yreepxkjaeuus npo co-NP u NP nath nenibss.

2 @opmyaa meroga HpioroHa B 3ajiade 6e€3yCJIOBHOII MUHUMU3AINN

,Z[JIH 3a1a4 yCJIOBHOfI MMHHHUMU3aIUN, HaIIpUMEDP min ZEQ IIpeaJjiozKeHHble METOAbI HY2K/Ial0TCA B MO,ILI/I(l)I/IKa—

z€(1,2
muu. B gacTHoCTH, IS IPUBEIEHHOTO IIpUMepa, KOTJIa MHOYKECTBO X MMEET JIOCTATOYHO IIPOCTYIO CTPYK-
TYPY, YKa3aHHbIe Bbilie (pOPMYyJIbl COBMENIAIOTCS ¢ MPOIELYpPOoil TPOoeKTUpoBanusd Ha X Ha KayKIOM Iare
MeToj1a. TaK IPUXOIUM K METO/Ly Npoekyul 2padueHma

2 = Pry {2’ — aygradf(2')}, t=1,2,..., Va' € R"

[Tycts f € C2(R"), paznoxkum dbynkimio f B paj Teitopa B OKPeCTHOCTH TeKyIel Toukn x':

1
f@) = (@) = {gradf (@), @ = 2") + S (f" (@) (x = 2'), 2 — ) + oo — 2']").
Bribepem '™ uz ycious MuHUMUBAIMM KBaJpaTH4HO anmpokcuMmanun f(r) B Touke zt, T.e. KBajpa-
tranoit wactu npupamenus f(z) — f(z'), nomyanm meron Heioroma:

o =2t — (f(2") 7t - gradf(ah), t=1,2,...

/e HadaJbHOe TPHO/IKeHre o1 T0/IZKHO HAXOAUTECS JTOCTATOMHO OIM3KO K TOYKe onTUMyMa . B Takom
ciydae (M MpH JIOMOJHATEIBHBIX [TPEJIIONOKEHIsIX, 60Jiee CHIIBHBIX, YeM JJIs IPUBEIEHHOI paHee OIeHKH
CKOPOCTH CXOJIMMOCTH TPAJIMEeHTHOrO MeToja) Jiuis MeTojna HbioroHa Oymer cripaBeiuBa k6a0pamuyHas
cKOpocms crodumMocmu

1
! =) < Qlla* = o7 me. [ =" < 5(@la’ — ")

gro npenonaraer ||zt — z*|| < 1/Q (ouenky mist Q cm., nanpumep, B [5, ¢. 192]). Eme pas noguepkuewm,
YTO TPaIUEHTHBI METOJ| B OTJIMYME OT HLIOTOHOBCKOI'O CXOJIUTCS IMPH JIOOOM HAYaIbHOM HPHUOINKCHUN.
13 omnpenenenus meroma HbloToHa Takzke cielyeT TpeOOBAHUE HEBLIPOXKICHHOCTH MATPHUILI BTOPBIX
npou3BOAHBIX (reccuana) dyHKIMN f.

Herpynuo BugeTh, aro noJydennas gpopmysia Merojia HbioTona perrenus 3aja4d 6€3ycI0BHON MUHUMU3a-
mun coBragaer ¢ gpopmylioit meroga Herorona pemenus cucrembl ypasuenuit grad f(x) = 0, coorBercTBy-
I01T[e#l HeOOXOIUMBIM YCJIOBUSIM SKCTPEMYMA.



buaer 3

1 Teopema 00 3KCHOHEHIMAJILHOI BpPEMEHHOI OIleHKe JJid 3aJa4 n3 KJacca
NP

I Teopema 1.1. [Ina 10600 HEJIETEPMUHUPOBAHHO OJIMHOMHAJILHOM 3a1a4u cytiectsyeT JIMT, perra-
fOIasl ee C IKCIOHEHINAIbHOI BpeMeHHOM ciiokHoCThIo, T.e. VII € NP Jp(-) — mosurom — u JIMT A:

A pemaer IT u Ta(n) < 2P ¥n € Z,.

HokazarenbcTBo. Tak kak II € NP, to misa moboro cioBa o u3 si3bika 3ajgaqu 11 (To ecTb s Beex
CJIOB, I KOTOPBIX OTBET Ha 3a7ady JIA) cymiecTByer npaBusibHas JOraKka S MOJIMHOMUATLHON JITHHBL:
S| < pi(lo]), pi(-) — nommmom, u cymecrsyer JIMT A(S) : tas)(o) < pa2(|o]), p2(-) — momumom.
[Moctpoum JIMT A, koropast paboraer HaJi JHOOBIM BXOJHBIM CJIOBOM 0 € L* (¢ Ji000il HHANBUIYaIBHOM
sagauqeii I € I1) caemyomum 06pa3oM: paccMaTpuBalOTCs Bee ¢IoBa S u3 X* ymuHbl Menbiie py(|o|) u gena-
ercs He Goustee po(|o|) maros ¢ kaxmoit JIMT A(S). Ecaun ouepennas JIMT ocranaBinBaercss B COCTOSHUM
gy (T.e. COOTBETCTBYIOIIAST IOraJIKa OKA3aJIach IIPABUIIbHOIT), canTaeM CJI0BO 0 MPUHSATHIM 1 padory JIMT
A zakonvennoit; ecim Hu ofHa u3 JIMT A(S) me ocraHOBHIACH 338 OTBEJIEHHOE BPEMS UJIM OCTAHOBUJIACH B
COCTOSTHUH (), TO 3akan4dnBaeMm pabotry JIMT A u npunucsiBaem et KOHEUHOE COCTOsTHUE (. B mmocie iHem
ciyaae JIMT A nemaer manGostbIee 9UC/IO MAros, 1 370 wucyio Menbie po(|al) - [S[P17D (sropoit commo-
JKHATEJIb PABEH YUCJIY MPOBEPAEMbIX JOTAJIOK, |X| — wmesio cumBosioB B asidasure Y). Orcioma ciemyer
yrBepxkaenne Teopembl. ll

3amMmedaHue. OIeHKa B KOHIIE IIPUBOIUTCS CJIEIYIOIIIM 00pa3soM

po(lo]) - [Zleh = ologs (p2(lo))[EP10D) - glogy pa(|ol) . opillol)log, [Z] -, op(lo]) ~, op(n)

2 WNMnpes merona mrpadosB

2

I[JIH 3a/la4 yCJIOBHOfI MHWHUMU3aIIUU, HAIIpDUMED min HIPEJIOZKEHHBIE METO/IbI (rpag. CIIyCKa " Hrro-

z€[1,2]
TOHA) HYKJIAIOTCs B MOAUMUKaNu. B qacTHOCTH, Il TPUBEIEHHOTO [IPUMepa, KOTjla MHOXKECTBO X MMeeT
JIOCTATOYHO IIPOCTYIO CTPYKTYPY, YKa3aHHbIE BBIIIE (DOPMYJ/IBI COBMEIIAIOTCS ¢ IIPOIEILYPOil ITPOEKTUPOBaA-
Hug Ha X Ha KarykJIOM Imare MeToja. Tak MPUXOIUM K METOILY NPoeKuul 2paducHma

o =Prx{a' — aygradf(a")}, t=1,2,..., Va' eR"

To ecth jgenaem mar rpaJIteHTHBIM METOJIOM, CMOTPUM — BBIXOJIMT JIM OH 3a HAIlld OTPAHUYEHUSA, U €CJIN
OH BBIIIIEJ 32 OIPAHUYEHMs, TO GEepeM MPOEKINI0 SToi (“BBLIETEBINEN) TOUKY T, Ha HAIlle MHOXKECTBO KaK

mingcy ||z — 25 ||. Paboraer, eciiu npoekimio HaiiTu npocto (4TO He BCerya Tak).

,HJIH 6OJIee CJIOZKHBIX MHO>KECTB X, JAOIIyCTHUM, 3aJaBacMbIX OI'DaHUYCHUAMU HEPpaBEHCTBaMM
X = {z e R"| gi(x) <0 Vie M}, (3)

YHHBEPCATBHBIM CIOCOOOM OCBOOOXKJIEHUSI OT OI'DaHUYECHUN sBJseTcsd uX mrpadoBanue. A UMEHHO /it
JIOCTaTOIHO 60JIbIOi KoHCcTaHTEl C' > () BMecTo 3aja4n ycaoBHOH MunmMusanuu (1),(3) paccmarpuBaioT
3aj1a41y 0€3yCJIOBHONW MUHUMUBAIUU OMTPAMOBAHHON 11€/IeBOI (DYHKITUN

min f(z) + C’Z[gf(x)]p , Tre Z[Q;F(x)]p -

9T0 Pynryua wmpagda (wmpadnas Gyrryus) 1ist orpanndennii Hepasencts, g () = max[0, g(-)] — cpeska
g, mapamerp mrpada p > 1. (dpyrue Bugpt dyukuumii mrpada cm. B [4,5].) B yeiaoBusx HempepbIBHOCTH

9



dyuknuit f, g;, sHerrycrorsl X u orpaHudeHHOCTH MHOXKeCTBa Jlebera dyHKum f MOXKHO JI0Ka3aTh, 9TO C
POCTOM KOHCTaHTBI MITpada

lim min{f () +C Y [ (@)} = f* (4)

Ctoo zeR?
ieM
Ecim p = 1 (dyskius-cpeska wu, ciemoBaresibHo, mrpadHas QYHKINS sBIseTCst OCTPOii), To
3¢+ min{f(z) + C* >, 97 ()} = f* (cymecrsyer mownwd wmpad). Onpako npu p > 1 —

enadkul wmpagd TOMOOHOE PABEHCTBO O3HAYAJO Obl HECYIECTBEHHOCTH orpanudenuii x € X (Touka
6€3yCJIOBHOIO MUHUMYMa M TaK HaXOauTcsd B X ).

Hesnb3st cBecTn 6€3yCI0BHYI0 K MEHUMU3AIUH 7T TJIAJKOTO TTpada, HO (4) M03BOJIsSIeT NTEPATUBHO KOM-
6uHIpPOBATL MeTo MTpadOB U TPaJNeHTHEIH MeTonoB: Va! € R

ot =2t — oy {gradf(z") + CtpZ[gj(xt)]p’lgradgi(xt)}, t=1,2,...,
ieM
DTa mporemLypa CXOAUTCS HPU ONpeJeJeHHbIX cooTHommennax mexny {a;} n {C.;}, B wacTHOCTH 151

ybuiBatoniero mara npu Y a?C? < oo (mampmmep, oy = 1/t, Cp < /1).

10 6bL1 6Hewnutl wmpad. g riaakoro ciydas o Beerda OyZeT HEMHOIO BBLIE3aTh 3a OrPAHUYCHUS.
Ectb eme snympennut wmpad nmm 6apvep, KOTOPBIA IPUOPUTU3UPYET HAXOXKJICHNs PEIICHUS B OIDaHH-
YeHUAX, HEeXKeJIM ero TOYHOCTh. B wactHoctu, ato Meron Kapmapkapa, korna sanaqa (9) (Py = q, y > 0),
JKBUBaJICHTa 3a/Ja4€ yCﬂOBHOﬁ MUHNUMU3AIINN

Cmin p(e)
x>0, > xz;=N

CBOJIUTCS K G€3yCIIOBHON MUHUMU3AINH CHEIUATLHON GapbepHoil hyHKIWU k(x), He MO3BOJISIIONIUI METOLY
Hpiorona BbIfiTH 3a orpanunvenus x > 0, ecii B 3TUX OIPAHUYIEHUSAX BBIOPAHO HavdaIbHOE IPUOINKEHUE.

10



buaer 4

1 Omnpenenenne nmoamaoMuaJibHoIl cBoguMocTu. Kimacc NPC. Teopema Kyka

(6/m)

Ompegenenne. ByneMm ropoputh, 9To MaccoBas 3ajada pacrnosnapanus coiicts 11 ¢ Koguposkoii €’
NONUHOMUAABHO c80dumcsa K 3ajade [I ¢ KoaupoBKoil e, ecu Jiobast nHIUBUIya bHas 3ajgada [/ € 1T
MO2KET OBIThH CBeJIeHa 3a MOJJMHOMHUAJILHOE OT ee JIIMHBI BpeMs K Hekotopoit I € Il ¢ coxpanenuem oTBeTa.
®opmaJibHO:

3f: ' (D(IT")) — e(D(I1)), — dyHKIUA CBOAUMOCTH, T.H.
f(e'(Y(IT")) = e(Y(IT)), O ecTpb
Vo' € (Y(II')) = f(o) € e(Y(I)) m Vo' € (D) \ Y(IIY)) = f(0") € e(D(II) \ Y (II)),
u 3JA; — JIMT. peanusyiomas f 3a HOJIMHOM BpPEMEHH, T.€.
ps(-) : Vo € (DAT)), ta (o) <ps(lo])

B ciyuae, korjia cooTBeTCTBYIOINIME KOJIUPOBKU HE U3OBITOYHBI, OY/IeM HCIIOJIb30BATH TEPMUH MOJMHOMU-
AJIbHOM CXOMMOCTH 110 OT HOIIEHWIO K CAMUMU 3ajiadaM 6e3 ykaszaHus KojaupoBok. Obosnadenwue: 11" oc 1.

I YrBepxkaenue 3. FEcau 1} o< 11y u IIy o< I3, To 117 o< I13.

I Vreepxkaenue 4. Ecm Il xITull € P, tou II' € P.

HoxkazareabcTBo. Oboznaunm A - JIMT, pematomntyto 11 ¢ mosimHoMuaibHOl BpeMEHHO C/I0XKHOCTBIO, U
nocrpousm JIMT A, pematoryo I1' ¢ mosimHoMuaIbHON BpeMEHHOM CJIOYKHOCTBIO, Kak cyrneprosnuio JIMT
An Ap: A = Ao Ay, Te. cradama K yobomy Bxogaomy ciioBy o' € € (D(I1')) npumensierca Ay, a morom
K IOJIyduBIIeMycst cyoBy o = f(o') (mmuoit ne 6osee p(|o’|)) npumensiercs A. Bpemenmnas cI0KHOCTD
A" T (-) < T, (+) + Talpy(-)) — momanom.

I YrBepxkaenue 5. Eciuu II' oc Il u II € NP, o u I’ € NP.
HokazaTeabcTBo. Anajornano 3amenoit JIMT na HIIMT.

Onpepesnenne. Maccosa 3ajgada 11 nasbsaercas NP-noanot (NP-complete — NPC) wim ynusep-
canvhot, eciim I € NP u VII' € NP II' < II. (1o ecrb Jirobast HeleTepMUHIHPOBAHHO TTOJIMHOMUAIbHAST
3ajada cBoaures K 11).

3ameuanwme. rpyoo rosopsi, NPC = max, NP.

I YrBepxkaenue. Kiracc NPC ne mycr.

I YrBepxkaenne 6. Ecm PN NPC # &, o P = NP. A ecu NPC N (NP \ P) # &, 10
NPC C NP\ P.

To ectb, eciu OBbI yIAJIOCH HAWTHU TOJUHOMHUAJIBHBINA aJaropuT™ perrenus xoTb ogHoit NPC 3ajaqn, To
ObLIN OBI IIOCTPOEHBI MMOJMHOMAIbHasA aaropuTMbl perterns: Bcex NPC u NP zagad.

A ecim s kakoii-mn6o NP C 3ama4un 10Ka3aTh OTCYTCTBUE TOJMHOMUAILHOIO aJrOPUTMA, €€ PEIIeHUs, TO
9TO He TOJIbKO JlaeT crporoe BKaodenue P C NP, Ho u Biieder 3a coboil J0Ka3aTeIbCTBO HEBO3MOYKHOCTHU
[IOCTPOEHUS TTOJTMHOMAJIBHOTO ajiroputrMa Jiroboit 3a1atdn u3 NPC.

Onpenenenne. 3ajada seimonaumoctu (BBIIT): BbsicHUTH BBITIOIHIMOCTD KOHBIOHKTUBHON HOPMAJIb-
uoit popmbl (KH®D) - KOHBIOHKIINE KOHETHOIO YUC/A JU3BIOHKTHBHBIX (DYHKIHH, TO €CTh JU3BLIOHKIINIT
OyJIeBBIX TIEPEMEHHBIX Z; WM UX OTPUIIAHUS Z;.

Kparko: qma KH® K Ha BXoJe, Opee/uTh CYIIeCTBYeT i 2°

- Habop BXOAHBIX 3Hauenuit, T.4. K (20) = 1.

| Teopema 1.2 (1. Kyka) (6/n). BBIII € NPC.

11



2 T'eomerpuyeckoe onmcaHWe CUMILJIEKC-METOIa

[Tepebop Bcex BepIIMH 0 BO3PACTAHUIO 1esIeBOil byHKIWN (¢, T).

max<c, x> = d = <c, Xx*> -- pelweHune

<C, X> = const




buner 5
1 Kpurepuii NP-noanorsl. /lok-Bo NP-nmostHoThsl 3agaun bJIH

I Teopema 1.3 (kpurepuit NP-nonanotrsr). Il € NPC <= Il € NP, u JII' € NPC : II' x II
(IT - maccoBas 3ajia4a pacno3HABaHUs CBONCTB).
HoxkazareabcTBo. VII” € NP : II” < IT', rorna u3 I[I' xII = II" xII =11 € NPC. R

Onpepenenne. IIJIH - 3amaga o cymecrBoBaHUU IEJIOYHCIEHHOTO PEIIEHUS CUCTEMbI JIMHEITHBIX
HEPABEHCTB € TEJBIMUA KOI(DPUITUCHTAMMU.

| VYrBepxkaeame. BbIII o IIJ/TH.

lokazareabcTBO. ]Qp =2z VZ, V- Vz VZ,; VZ, V-V Z - 3/eMeHTapHasi JIU3bIOHKINSI.
K=Qi1 NQ2N---NQs - KHD.

Torna Vp = 1, s B ), 3amennm 3HaKkn V Ha +, jasee z; Ha (1 — 2;), a B K 3amMeHnM 3Haku A Ha -.
Cocrasus cucremy {K > 1, z; >0, z; <1, Vi}, nomyunwm LIJTH.

| YrBepxkaenune 7. IIJIH € NPC.

Hoxkazareabcrso. 1) IIJIH € NP, tak kak jjist IpOBEPKU OTBETA JOCTATOYHO MPOCMOTPETH BBIMOJIHI-
MOCTH KazKJIOTO HEPABEHCTBA, YTO He MPEBOCXO/UT MOJTUHOMA OT JIJIMHBI 3AITUCH BCEX KOIMDDUITNEHTOB.

2) BBIIT o IIJIH — y:ke 10Ka3aHO BBIIIIE.

I YrBepxkaenne 8. BJIH € NPC (ciencrsue u3 IByX MOCTIETHUX YTBEPXKICHUI).

2 Metoabl r100aJIbHOI MUHUMU3AINNA

1. Kak yxke ormeuasoch paHee, 3ajadu TI00ATBHON ONTUMHU3AIMU (T.e. B HEBBIIYKJOM CIydae 3ajadu
OITUMU3AIN BOOOIIE) ABJISIOTCs HepebopHbiME. [lepebopable asroputMmbl He 3(hdeKkTHBHBI (B pacdere
Ha XY/IIYI0 3a7ady), TMO9TOMY yCIeX B pelleHNN KarKI0i KOHKDETHOW 3aadi CyIIEeCTBEHHBIM 00pa3oM
3aBHUCHUT OT criocoba opranusaiuu nepedopa. Ecm Mbl FOTOBBI OCTaBUTh BO3MOXKHOCTD MJIN HEBO3MOYKHOCTH
pellleHns Halllell 3aJladi Ha BOJIO CJIydas, TO €CTeCTBEHHO HCIOJIL30BATL CJIyUYAlHbBINA epedbop. DToT
crocob 1iepebopa OOBIMHO SIBJISIETCS CaMbIM MPOCTBIM U, KaK [PABUJIO, SKOHOMUT MMaMsTh. s 3amadn
[IOUCKa IVI00AJIHLHOIO0 MEHUMYMa €My COOTBETCTBYET cieiyiomuit memod Mowme-Kapao.

Cokpainieane. IGGEKTUBHOINO aJropuTMa Ha XYY 3aJady II00aJbHON ONTUMU3AIMA HET, OHU
BCe IepebopHbBIe. YCIeX pelleHns KOHKPETHOM 3a/1adu 3aBUCUT OT cIiocoba nepebopa. EcrecTBenHO OpaTh
caydaitabiii mepedop. s 3amadn moncka rimobaabHOro MuHIMyMa — Memod Morwme-Kapao.

[Iycrb pemaercs 3amada (1) u3 §8, riae (/U1 yIpOIEHNsT W3JI0XKEHNsT) MHOYKECTBO OrpaHuvdeHuii X — ejn-
HUYHBI n-MepHBIT Ky0. BhiOnpaem B COOTBETCTBUU ¢ paBHOMEPHBIM pacIpejiesieHneM Ha X ciIydaiiHble
TOYKN z', B KOTOPBIX BBIYUC/IAEM 3HAUCHUE 1IeIeBOil (DYHKIMN, 3aIllOMUHAEM TEeKyIlee HauMeHbIIee 3Hade-
Hue — pexopd — U peam3yIoNlyto ero Touky. Torma Ve > () BepoATHOCTH

P(|mtinf(xt) —f*>¢e) = 0uput— oo

CxommMOCTh TAKOro MeToda Oy/eT J0BOJIbHO MeijieHHO#. [Ipu 9ToM He M3BeCTHO, HA KAKOM pPaCCTOTHII
OT TOYKH MHUHUMYMa HAXOJIUTCS ITOJYIEeHHAA Peai3alius.

Cokparenue. CxXoauMOCTb IPEJJIOKEHHOIO MeTojia Oy/eT JOBOJIBHO MEJJIEHHON M 3aBHCHT OT

HavabHoro npudsmkenus. Crout TpeboBaTh, YTOOLI paccMaTpuBaeMas MyHKIMS ObLia Jlummuiesoit u
UCKATH HE TOYHOE, £-IPUOJINKEHHOE PeIeHHe.
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Ounpenesienne. ODyukius  f(r) nasbBaerca Jlummmumnesoit wa X ¢ koHcranroit L, eciu
Ve, € X @ | f(x) — f(2")| < L||lx — 2'||. Obosnagaerca f € Lip(X, L).

Cy3uM KJlacc paccMaTpuBaeMbIx 3a7ad (1), mpeamosoKnB BIOOABOK K IMPEAbLILYINEMY, YTO (DYHKIIS
nesm Jammunesa #Ha X ¢ koucranroit L: f €Lip(X, L), re. |f(z) — f(2')| < Lljx — /|| Vx,2’ € X. U ne
paccunThiBasi HAfiTH TOYHOE PEIleHne, 3a1aUMCst TOIXOAAUM € > () ¢ [esIblo OMCKa E-IPUOIINKEHHOTIO
perernst z° :  f(2°) < f(2*) + e. (Ha 6mms3ocrs 2° u 2" HUKAKUX yCJIOBUIl He HAKJIA/IBIBAETCS. )

Ternepb MbI MOKEM MPUMEHSATH METOJbI JIETEPMUHIUPOBAHHOIO mepebopa. [laccuBHBIN (He MCHOJIB3Y O
pu BBIGOPE 0YepeTHON TOYKU WH(POPMAIUIO, TOJIYYEHHYIO JIJIg TPEbIIYIIIX) CHOCO0 MOUCKA TPUBOJUT
K nojiHoMy nepebopy: pazobbem X Ha 1ojaky6br X7 Tax, urobw Vr,r’ € X7 : |z —2/|| < § =¢/L, B
Kazk10M X7 GepeM HPOU3BOJILHYIO TOUKY 27 U I1ojaraem

F(2) = min f(a7).

J

OueBuHo, 2° ™ ecTh wuCKOMoOe e-npubsmkennoe pemenne. (leiicrurensno, Vj, Vo € X!

f(xf) < f(27) < f(x) + € no yenoputo Jlunmmua, u, B 9acraoctu, aaa = r* umeem f(z°) < f(x*) + ¢
— coorBercTBre ¢ onpejeerneM.) OJHAKO CTOPOHA KaxKJIoro j-ro nojakyba pasna £/(L+/n), a Bcero
HOJKYOOB U, CJIeJI0BATEIbHO, BbIUUCIeHNI 3HaveHnii neseBoit dbyukimu Oyner (Ly/n/e)" B mobom ciaydae,
9TO He MBICJIUMO JIaXKe Jisl JecATKa [epeMeHHbIX. [[09ToMy paspabarhiBaloTcs METOJbI OC/Ie0BATE b
HOTO 1epebopa, MO3BOJIAIONINE YIUTHIBATE Y2Ke BHIUUCICHHBIC 3HAYCHHUS U Al TUPOBATHCS K HEXY/IIIIEMY
CJIygaro.

Cokpainenne. llaccuBublii crrocob moncka MpUBOIUT K TOJHOMY Tiepebopy. Pa3bus Ha cooTBeTcTBHE
MOJIKYObI MBI JIEHCTBUTEIBHO HAXOJMUM DeIleHne, YIOBJIETBOPSIIONINe E-MPUOINKEHNIO, HO MPUXOIUTCS
nenars (Ly/n/e)" Borauciaennii, uro gaxe npu 10 nepeMeHHbIX 09eHb ILIOXO.

[IpeJroIox KM, YTO y»Ke BLIUMCJEHBl 3HadeHUs QYHKIME B Toukax x',...,2771 u pekopi-
HBIM OKazajoch 3Hadenne f(z") = R. Torma, ecimu f(z7) < f(2"), To oGHOBIsIEM pEKOD/I
r = j, R := f(27), a ecrm f(27) > f(z"), TO MOXKHO He BBLIMUCIATL 3HAYCHUH (DYHKIMH HA MHO-
xecree Tj(R) = {z € X: |z — 27| < (f(2?) — R)/L}, Tak Kak 3T0 He JacT HOBOro pekopa (u6o
Ve € T, f(27) — f(z) < Lljlz — 27| < f(2?) — f(2"), re. f(z) > f(2") = R, u 3naumt, cpesm HAX
HeT TJI0OAJIbHO-ONTUMAJILHOTO perierusi). OOGHOB/ICHHE PEKOpJa B HPUHIMMIE MO3BOJISIET “OTOPOCUTH
axasormaable MaOKectBa T;(R) mmst i =1,...,5 — 1.

Ecrecreenno, B T}, Tj MoryT nonactb u Toukn ¥ ¢ yzke Boranciennpiv snadenneM f(z%) (koropbie Takum
06pa3oM BBIYHCIATNCH 3pst). [osToMy xoTesmoch ObI TakK OpraHm30BaTh Mepebop, YTOOLI M0 BO3MOXKHO-
CTH yMEHBIIUTh YHUCJIO MOJOOHBIX “3pAMIHBIX® BbrumcseHuil. K coxkajieHuioo, ONTUMAaJbHON CTpaTerun
opraHmzalnuu nepebopa [jis MHOIOMEPHBIX 3aja4 HeT. VcHo/b3oBaHUe CIydaiiHbIX TOYeK X' HpPUBOIUT
K mpobJieMe XpaHeHus U OOHOBJIEHHUs CI0KHOrO MHOXkecTBa UT;(R) 3aBeJOMO He ONTUMAJBHBIX TOYEK.
Meros mocioitHOro mepebopa jgaeT BO3MOKHOCTH COKDAIEHHs JIUIIb 10 OJHON mepeMernoii. [t 3amaq
GOJIBINON pasMepHOCTH TpejIaraeTcs (pasJudHbIME ABTOPAMM) CJIeJYIomuii MeTo| nepebopa 1o cxeme
eemeetl U 2paHUL.

Cokpaienne. Ecian npeanosokurb, 9t0 4actb (j — 1) 3HaYEHWH yrKe BBIYUCJIECHO, TO IMOCJIEI0Ba-
TeJIbHBIM OOHOBJIEHMEM DPEKOP/IHOTO 3HAYEHUs] MOYKHO OTOPOCHTH YacTh HOBBIX TOYEK HA PACCMOTPEHUE.
DBriBaer Tak, 9TO Kakue-TO U3 y2Ke BBIYUCIEHHBIX TOYEK OoTOpachiBaroTcs. CTpaTeruu, MUHUMUAZUPYIOIIEi
BBIUUC/IEHUS TAKUX TOYEK I MHOTOMEPHBIX 3a/iad, — HeT. Bojiee TOro, Hy:KHO XpaHUT U OOHOBJISTD
CJIOZKHBIE MHOXKECTBO 3aBEJOMO HE OITHMAJILHLIX TOYCK.
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2. Memod eemseti u eparuy, (MBI') das 2406646101 MUHUMUZAUUU.

! menrp xy6a X. Borumcnsem f(x') m npucsamsaem ato smauenne pexopay R := f(x!). Pas6usaem

[Iycts x
Ky6 Ha 2" o MHAKOBBIX IOAKYy60B X ¢ co cToponoit 1/2 u BBIMHC/IsAEM 3HAUEHN TieTeBoil (GyHKINN B UX TEHTPax:
f(x'%), i=1,...,2" obHOBIAs 10 XOTy BLIYHCIEHNI 3Hauenne pekopaa R := min; f(x'?). IIposepsenm BbmoHEeHIE
yeaoBus X Li T1i(R) must @ = 1,...,2™ u orbpacbiBaeM COOTBETCTBYIOIMNE MOAKYObI. Kaxkaplil m3 ocraBmmxcst
pazbuBaeM Ha 2" oIMHAKOBBIX 0AKYy60B X 27 co cropomnoii 1/4 u mocrynaeM, Kak npexe. Ha so6om mare y mac
dbopmupyercst Muoxkecrso K “ky6ukos® co croponamu 27¢, [ > 2, nenoe. IIpaBmio BLIG0pa 0uepeHoro KyGuKa, 1jst
pa30bueHusT HA3BIBAETCS NPABUAOM BEMBAECHUA — BO3MOMKHBIE BADUAHTHI IPUBOAATCS HuKe. KyOukm co CTOpOHOM
He Goubitte /(L+/n) uckmovaiorcst u3 MHoxkecrsa K — npobiienne Kybuka 3akananBaeTcs. TakKe HCKIIIOUAIOTC
KyOukwu, monasime B MHO)KecTBO T (R) (¢ mumekcom k — HOMepoM KyOWKa) JJIsi TEKYIIEro 3HAYCHUS PEKOPJA,
— npasuno omcevwenus eemeeti. Pekopi ODHOBJIsIETCS TPU TOJIYIEHUU MEHbBINEro 3HAUEHUs IIeJIEBON (DYHKIUN
(npasu.no noayuenus epanuy, m.e. oueror). SHAUEHUs! TIeeBOl (DYHKIMU BBIUUCIISIIOTCS B IIEHTPE KaXKI0r0 HOBOT'O
mojIkyorKa, BrJO4UaemMoro B K mociie pasbueHusi BBIOpAHHOTO It 9TOr0 KyOuWKa. AJITOPUTM OCTAaHABJIUBAETCS,

xornaa K mycro.

Cokpammenne. MBI pazbuBaer ucxojmubiii Kkyd Ha rpad-epeBa MOJKyOOB, UTEPATUBHO UCKJIIOUAS
6ecriostesnbie (koropere nonaau B T5(R)).

VKazaHHasi TEPMUHOJIOTHS U Ha3BAHHE METOJA OIPEJIEJHAIOTCH TeM, 4TO BU3YaJbHO JIAHHAsS cxeMa Iepebopa
HpeJicTaBisgeTcs B Bujie rpada-jiepesa, KOpHeBas BEPIINHA KOTOPOIO COOTBETCTBYeT KyOy X, BEPIIUHBI IEPBOTO
apyca — noaky6aM X% Bepimubl BTOporo spyca — Kybukam X 29| 10oICOeIMHEHHBIM K CBOUM N0POAHCOGIOULUM
pepmmuam X ¢ 1-ro apyca, u T.1. Eciu kybuk nckmouaerca u3 K, ero sepmmna saxpvisaemca — u3 Hee He GyLyT
UATUA BETBU Ha ciexyromuil sipyc. Keian kyouk eme ne BkiodeH B K, ero Bepmuna ermie te packpuima. [lopsimok
3aKPBITUS BEPIINHBI OIPEJIeJIsIeTCsl IIPABUIJIOM OTCeYeHHsI (CBOUM JJIsl KayKJIOH MacCOBOil 3a7a4u — CM. TaK¥kKe B
§11), mOpsSITOK PACKPBITHSI — MPABUJIOM BETBJICHHs (CBOMM IS KayKJO# WHIMBHYaJbHOI 3amaqn). Pasamaaor
JIBa BHJA [PABHJI BETBJEHHUS 110 THUIY [OCTPOEHWs JepeBa perreHuil (BbIOOpa BEpINUH I PACKDPBLITH:S): “B
MIAPUHY, KOTJIa CHaYaJ a PACKPBIBAIOTCA BCE BEPIIUHLI OJIHOTO spyca JI0 Iepexoia K CAeIyIoneMy, u “B riryonmy”
— BC#IKHiT pa3 pacKpbIBAETCs JIUIIL OJHA (OOBIYHO € JIYUIIUM 3HAYEHUEM DEKOPJIA) BEPIIMHA Ha sIpyce JI0 KOHIA
BeTBHU. Ha mpakTuke peajin3yioT HEKOTOPYIO CMECh, HAIIPUMED, [IEPBOE IIPABUJIO, MOKA XBATACT MAITUHHONW TAMSITH
(8 K He CIMIIKOM MHOIO 3JIEMEHTOB), 3aTe€M IepeKIIoYaeMcst Ha BTOpoe. [IpeiodTuTre IbHOCTh TOH MM UHOM
CTPATEruu BETBJIEHUS OTICHUBAETCS KAXKJIBIM BBIYUCIUTEIEM [I0-CBOEMY, UCXOJIs U3 TJIABHOW 3a/Ia1i METO/Ia BETBeil
U TPAHUIl — OBICTPEE MOJIYUUTH JIYUIIANA PEKOP/T, 9TOOBI OTCEYb OOJIBIIIE BETBEN.

Coxkpaimenne. [lopsiiok WCKIOUeHNsT (3aKPBITHsI) BEPIIUH, HEHYXKHBIX [Tl BBIYUCIEHHs KyOOB, —
[PABUJIO OTCEYEHHsI — 3aBUCAT OT KOHKPETHOI MAaCcCOBOW 3ajadu, a MPABUJIO PACKDBHITUS (BBIYHCICHNUS)
HOBBIX KyOOB — IPaBUJIO BETBJIEHUS — OT KOHKPETHOW WHJIMBUYaIbHON 3aa4u. [IpaBus BeTBiIeHus maBa:
B UpHUHY (PacKpbITh Bee KyObI sipyca), B IIyOrHY (PaCKpPBITh TOJILKO OJIMH C HAMJIYdIM pekopsom). Ha
IIPAKTUKE UCIOJIB3YIOT CMECh.

B paccmarpuBaeMoil 3a/iade ecTh XOPOIIHil CIIOCOD YIIydIleHusl PeKopJa — JIOKAJbHAs ONTUME3AIMs (CM. B
§8). Ee mmeer cMbIC/I TPOBOAUTH U3 TEKyIell TOUKHW, B KOTOPOIl MPOM3OILIO OOHOBJIEHUE DEKOPJIA, HAIPUMED,
JieJiast HECKOJIBKO IIIaroB I'pajueHTHOro Merona. llpu srom pacrosiokenne KyOWKOB MEHSATH HE HAJO0, HPOCTO
YBEJMUUBAETCsI [IIAHC COKpallieHusi nepebopa (orépachiBanust 6OJIBIINX KyOUKOB).

Ormerum, uro B Xymem ciydae f = const (UT; = &) — He yzaercss OTOPOCUTH HU OJIHOM TOYKH & — ¥ MPUXOIUM K
IIOJTHOMY T1€pebopy; T.€. yKa3aHHasd B I1.1 9KCIIOHEHTNAIbHAS OIeHKA TOTHA Ha, KJIACCe BCEX JIUIIIUIEBIX (DyHKITHA.

Cokpainenue. lMeer cMbICH yiIydiIaTh PEKOP, C IHOMOIILIO JIOKAJIBLHON ONTHMU3AIUN: IPU OOHOBJIEHUN pe-
KOpJla CZIeJIaTh I1apy MIaroB I'PaJUEeHTHBIM METOLOM.
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Bbuner 6
1 /dok-Bo NP-nosHOTHI 3a/iaun 3-BbInoJIHUMOCTL. NP-Tpy/iHble 3a/ja9nu

Omnpenenenne. 3asaqa 3-BbIII — momzamaga 3amaqun BBII, rie B KaxK 101 U3 BIOHKTUBHON (DYyHKITMN
KH® posHo 110 3 11epeMeHHbIX.

I YrBepxkaenne. Tak kak D(3-BbIIT) € D(BbBIIT) u BBIIT € NP = 3-BBIII o< BbIIT = 3-BBIIT € NP.

I YrBepxkaenue 9. BbIII « 3-BBIII.

HokazareabcTBo. /locTaTouHo J0Ka3aTh, ITO JIOOYIO N3 BIOHKTUBHYIO (DYHKIIUIO OT k ITepeMEeHHBIX MOXK-
1o ceectu K KH® ¢ musbionknusaMu ot 3 mepeMeHHbIX, TOT/Ia YTBEPXKIEHIE OUeBHTHO.

ycrs fI(z;, | i = 1,k) - A3 BIOHKTHBHAS dbynknua or k nepemennsix. Ilpegcrasum z;, u Z;, Kak y; st
yuporenus 3anucu. B takom ciyaae f7 =y, Vyo V - -+ V yr. BBegem jonouTeIbHbIE TIepEMEHHBIE U/ U
npencrasuM f7 B Buge KH® kax:

K= Vya Vul) Alys VI VUd) A A (Yoo VL VUl _3) A (Yo V ye VT,_)

Jannaa 3aMeHa He sKBuBajeHTHa. Besu f7 = 0, To nocrpoennas KH® K7 = 0 VYu, onHako eciu
f? =1, 10 Ju : K’ = 1. Ho 3T0Oro J1ocTaTtodHo i COXPaHEHUs OTBETa Ha BOIPOC O CYIIECTBOBAHUHI
BBITIOJTHSIOIIEr0 Habopa.

Bameuanue. ecim f/ 3aucut oT k = 1,2 nepeMeHHBIX, TO CIIOCOOCTBYIOMIUE 1) IIepeMeHHbIe SBJISIOTCA
dpuKTUBHBIME, a f7 uMeeT BUIL:

flici =y = (1 Vur Vug) A(ys Vur Vi) A (y1 Vg Vur) A (y1 Vi V)

fj‘k:Q =y Vya= (1 Vya Vur) Ay Vya Vi)

I Yrepxkaeune. 3-BbBIIl € NPC (cienyer u3 1Byx Opeipiylux yTBEPKICHNUI).

Omnpenenenne. Maccosag 3anada II' ceodumvca no Teropuney K 3amade 11, 3Ha4UMT, 9TO U3 CYIIECTBO-
BaHUs IIOJIMHOMAJILHOIO aJIFOpUTMa pemneHus 11 ciiemyer cyliecTBoBaHUe IIOJIMHOMAJILHOIO aJIrOPUTMa U
g I, O6osnauenne: 11" ocp I1.

Onpepenenne. B xinacc NP-mpyonvir (NP-hard) sapad BxogsaT ciefyromue MaccoBble 3agadu 11:
1. II - pacnosHaBanust cBOICTB, Jiuisd KOTOpoil nokaszano, uro I’ o< II, II' € NPC, no He noxkasato, 4To

IT € NP.
2. II - onTuMmuzarmu, 718 KOTOpoii criocobcTBytorias 3aada [I pacnosnasanus csoiicte NPC.

3. I (mobast maccoBast), K KOTOpoil ceodumwvcsa no Terpuney kakue-mub6o NPC zagaun 111 —

I" e NPC : II' ocp I1.

Onpenenenne. 3ajaun 1 (r06bIe MaccoBble), J7IsT KOTOPBIX
dIl" e NPC : II' ocp IT m 311" € NP : II oy I1” nasemsatorca n3 kinacca NP-skeusasernmivir.

2 (I)OpMy.T[a. rpaim€eHTHOTO MEeToJa B 3aJa4e 683YCJ'IOBHOI71 MMHMN3alonn

O6mwMu MeTo/IaMHI JIOKAJTBHON ONTUMU3AINE (JJIsT TIPOU3BOJIBLHOTO, He 00sI3aTeIbHO BBIITYKJIOTO, CJIydast)
SIBJISIIOTCA MeModbl AOKAABHOZ0 CNYCKA.
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Onpepnenenue. Bexktop h € R™ nasbiBaeTca nanpasaenuem yoveanus GyHKnuu f B TOUKE T, €CJIH
f(x 4+ ah) < f(x) ps Beex gocTaTodHo Masbix « > 0.

I Yreepxkaeuune 3. Ilycrs [ nuddepennupyema B touke x. Torma, ecau (gradf(x),h) < 0, To h —
HalpaBJieHne yobiBanusa byHKIun [ B TOUKe X, & ecau h — Hampasjienne yobiBaHusg GyHKIUU f B TOUKe

x, To (gradf(x),h) <0.

HokazareabcTBo. U3 ycmoBus guddepennupyemoctu f umeeM it JIOCTATOYHO Majbix a > O
f(z+ah)— f(z) = (gradf(x), ah) + o(a) = a{{grad f(x), h) +o(a)/a}. OueBnano, mocaeass g0b6aBKa He
M3MEHHUT 3HaKa BbIPayKeHUsl B (DUTYPHBIX CKOOKAX, €C/IM CKAJSIPHOE [IPOU3BEIECHNE CTPOr0 OTPUIATETHHO
WM CTPOro mosioxkuTesibio. OTCI0/la aBTOMATHYECKN BhITeKaeT Tpebyemoe yreepxkienue. M

3ameuanue. Hampasienue jiokaabHOro yobiBauus jauddepeHimpyeMoil (pyHKINN JOJZKHO COCTABIATH
OCTDBII yTOJI C ee TPAJNEHTOB, KOTOPBIN SBJSIETCS HAWIYYIINM HAIPABJIeHNEM yObIBAHU.

Ounpenesienne. Touka x Ha3bIBaeTCS cmayuoraprot moyukot, ecan gradf(z) = 0.

OrmeTnM, 9TO B YCJOBHOW ONTUMHU3AIUN PABEHCTBO HYJ/IIO I'DAJIMEHTa yXKe HE sBJIAeTCsT HEeOOXOIMMBIM
yciaoBueM MuauMyMa. Ho B Gojiee mpoctom ciydae X = R™ MOXKHO, JABHTasgch HEOOJIBINMMMU IIaraMu B
HAIPABJIEHNN aHTHUTpajueHTa PyHKIUU f B TeKyIleil TOYKe, IPUHTH B CTAIIMOHAPHYIO TOYKY, KaK IIpa-
BILJIO, JIOKAJILHOT'O MUHUMYMa. Tak MbI [TOJIydaeM uJieio 2paduenmmozo Memoda 6e3ycao8Hot MUHUMUSAUUL

Onpenenenue. Dopmyaa epaduenmnozo memoda 6€3YcA06HOT MUHUMUIAUUY 33TATCSI UTEPATHBHOM
HPOLELy PO
ot =2t — qugradf(af), t=1,2,..., Va' € R"
Omnpenenenne. [lapamerp a; Ha3bIBAETCA ULA20GbIM MHOHCUMEAEM T MOMKET BBIOMPATHCS, UCXOJS U3
PA3JIMYHBIX COOOPasKeHU, pasHBIMEI CIIOCOOAMMU.
C10co06bI BBIOOPA, IIIANOBOTO MHOYKUTEJISA:

1. Haccusnvie cnocobv, — {cy} BoIOHpaeTcs 3apaHee.

e TTocTostHHBL mar — ay = ayg Jyis JJOCTATOYHO MAJIBIX (.
e VobiBatomumii mar (ecyiu oy He U3BECTHO MJIM HPH HAJNYUH [OMEX)
a; 40, > a; =00 (10 ecTh paj pacxomures), Y af < 00, Hampumep a; = 1/t.

2. Adanmuenwe cnocobv, — {ay} 3aBucut or peanmsywormeiics {z'}.

e Meros ckopeiimero ciycka — «y € Argmingg f (2! — a gradf(z?)).

e Meros npobuienns mara (nerenust monostam) — econ f (') > f(z'), To BosBpar K t-it nrepamnun
¢ oy := /2. (Bo3MOXKHO 1 yBeIMIeHne mara pu CTabuIbHOM yObIBaHUE [, T.e. IPUOIMZKeHHbII
CKODEHIIHii CITycK. )

e Ilpaswio Apmuxo — mmyrem JpobsieHns mara J0OMBaeMCcs sl (¢ BBIIOJHEHUS yCJIOBUA

fa' — argradf(a’)) — f(a') < —e o ||grad f(z")]*

B obmiem ciyuae muddepennnpyeMoil, orpaHnIeHHOl CHI3Y f MOXKHO IOJIYIUTh CXOANMOCTE IPaIueHTHO-
ro METOJIa K MHOYKECTBY CTAllMOHAPHBIX TOYEK, a MPH JIOTOJTHUTETLHBIX MPEIIOJI0KEHUX JTOKA3BIBAETCS
(3a MCKIIIOYEHNEM BapuaHTa ¢ yOBIBAIOIINM IIATOM) AUHEUHAA CKOPOCMYL CTOOUMOCTMU, KOTOPast B BHITYK-
JbIX 3ajadax ozaadaer ||zt — z*|| < ¢ ||2' — x*|| ms mexoroporo 0 < g < 1.

VkazaHHas JIMHeiiHas OlleHKa OObsACHSETCs TeM, UYTO B IIPOIEeCCe MUHUMUBAINUA IPAJIMEHTHBIM METOIO0M
HCIIOJIB3yeTCsl JINHeHasT alllIpoKCUMaIisd 1ejieBoil (DyHKIIUN Ha, KaxKJI0M Iare. bojiee BHICOKYIO CKOPOCTD
CXOJIMMOCTH TIOJIyYatOT JIJIsi METO/IOB, OCHOBAHHBIX Ha KBaJPATUIHON AIIPOKCUMAIINN, B TIPEIIOJIOKEHNN
nBazk bl auddepennupyemoctr f. TUIHIHBIM TPUMEPOM 371eCh ABJsIeTca memod Huromona.
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buaer 7

1 Kuacc co-NP. IIpumep 3agauu, JJommycKaroleit XopoIryio xapakKTepu3aluio.
JokazaTeabCcTBO yTBep2KaAeHus: 0 B3anMooTHonieHun KJjaccoB NPC u co-NP

Onpenenenune. [lonoraurenbuoii 3aateit 1 k maccosoit 3agade 11 pacriosnaBanust CBONCTB HA3BIBACT-

¢l TaKast 3a/1ata, KOTopas 3a1aeT obpaTHbiil Borpoc, Hexkesn 11. @opmamsao: D(I1) = D(IT), Y (I1)\ Y (II).
Onpenenenne. co-P = {II | Il € P}.
Omnpenenenne. co-NP = {II | Il € NP}

I YrBepxkaeune. co-P = P (cocrosiaue IMT u3 gy 3a ofuH mar 3aMeHuM Ha gy ).
3ameuaHwme. aHajorudHoro yreepxkjaenus npo co-NP u NP nath nenbss.

Onpenenenune. 3ajadeil, UMEOENR TOPOWYIO TAPAKMEPUIAUUIO HASBIBAECTCS TaKas MaccoBas 3ajada
paciio3HaBaHUs CBOHMCTB, /it KoToporo BoirosiHeHO: II € NP M co-NP.

IIpumep: 3agaua npocrbie unciaa (1Y) wmmeer jokasaHHYIO XOPOIIYIO XapakTepusaluioo. A coBcem
HeJIaBHO ObLI HaiiJleH CIIOCOOCTBYIONMINIA aJIrOPUTM.

I YrBepxkaeaue. u3 P = co-P ciaeayer P C NP N co-NP.

| Vreepskaenne 10. Ecun st nekoropoii II € NPC, II € NP, to NP = cg:NP_.
HoxkazareabctBo. Tak kak [I € NPC, to VII' € NP cupasemmso II' o< IT = II' o Il (mosmuoMuabaoe

CBeJIeHME OCYIIECTBIIIeTCsI 110 TOf ke dyukuuu, aro u jmiug 11 oc ). Tak kax DeNP=T1 ¢ NP, ac
yaerom npousBosibHocTr 11" € NP nmeer, uro co-NP C NP. Anajorndsoe paccyKJieHus IIPOBOJUM JIJIst
II = II, mosy4aeM oGpaTHOE BKJIIOUEHHE.

3ameuanwne. B Hacrosiiee Bpems rurnoreza NP = co-NP kaxkercs nepeasbHoii.

3amMeuyaHue. a OHO JII UMEETCs BBUJLY !

2 @opmyaa meroga HpioroHa B 3ajiadye 6€3yCc/IOBHOII MUHUMU3AINN

Jnst 3a/1849 yCJIOBHOM MUHUMM3AIINY, HAIlpuMep Mmin a2 mpe/jIosKeHHbIe MeTO/IbI Hy 2K Ial0Tcs B MO uKa-

z€[1,2
muu. B gacTHocTH, 118 IPUBEIEHHOrO IIPUMepPa, KOIIa MHOXKECTBO X MMEET JIOCTATOYHO IPOCTYIO CTPYK-
TYPY, YKa3aHHbIe Bbilie (pOPMYyJIbl COBMENIAIOTCS ¢ MPOIELYPOil IPoeKTUpoBannsa Ha X Ha KayKIOM IIare
MeToj1a. Tak IPUXOIUM K METO/Ly Npoekyul 2padueHma

o =Prx{a' — aygradf(a")}, t=1,2,..., Va' eR"

[Tycrs f € C2(R"), pasnokum gyukuuio f B psaj Tefljiopa B OKPeCTHOCTH TeKymiel Toukn ':

S (@) — o), — ') + ol — 7).

Boibepem 27! w3 yenosus MunmMusanuu Keajgpatudnoil annpokcuManuu f(z) B Touke xf, T.e. KBajpa-
ruyHoil yactu npupaimenus f(z) — f(z'), nomyuanm meron Herorona:

ot =2t — (f(a")) 7 - gradf(ah), t=1,2,...

f(z) — f(a') = (grad f(z"),2 — 2") +

e HadaJlbHOe MPUO/IKeHre 1 J10/IKHO HAXOIUThCS JI0CTATOUHO OIM3KO K TOYKe onTuMyMa o*. B Takom
cirydae (U [IpH JIOTOJIHUTEIBHBIX TIPEIIOJIOKEHUIX, O0JIee CUTBHBIX, YeM JJisi IPUBEJICHHOM paHee OleHKN
CKOPOCTH CXOJMMOCTH TPaJIMEHTHOrO MeToJa) it MeTofa HbioroHa OyieT cripaBejmBa K6adpamuyHas
CKOPOCMY CLOOUMOCTNU

1
o4t =l < Ql =, me ot~ < (@l )
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gro npejnonaraer ||zt — x*|| < 1/Q (ouenky maa @ cm., nanpumep, B [5, c. 192]). Eme pas noguepkuen,
9TO I'PAJUEHTHBI METO/ B OTJINYHNE OT HBIOTOHOBCKOTO CXOJIUTCS TIPHU JIIOOOM HAYATHHOM TIPUOJINZKEHUH.
Us onpenenennst meroja HbioToHa Takxke ciiemyer TpebOBaHHE HEBBIPOXKJIEHHOCTH MATPHIIBI BTOPBIX
npou3BOJIHBIX (reccuana) dyHKIWU f.

Herpymuao Busers, uro nomydennas dopmyrna meroga HbioTona perrenust 3a1a4d 6€3yC/IOBHON MIHIMU3a~

mn coBrasaer ¢ gpopmyaoit meroga Herorona pemenus cucrembl ypasuenuit grad f(xz) = 0, coorBeTcTBy-
I0Mel HeOOXOUMBIM YCJIOBUAM SKCTPEMYMA.
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buier 8

1 Bzammoornoinenue kjaccos P, NP u NPC, NP u co-NP. Knacc PSPACE

Onpegenenne. Knacc PSPACE — o0mmx Kjacc MacCOBBIX 3aad [\ PSPACE-nonHble J

(He oOsi3aTeHLHO DPACHO3HABAHUSI CBOMCTB), JJIsi KOTOPBIX CYIIECTBYeT PSPACE
AJITOPUTMBI, TpeOytolue He Oojiee YeM MOJTUHOMUAIBHON TAMSITH.
3ameuanwne. Bompoc o paserctee P u PSPACE sBiisiercss OTKPBITBIM.
NP co-NP
Omnpenenenne. Kiacc PSPACE-noanvix 3a1a41 — 3a1a49u, K KOTOPbIM Xop

MOJTMHOMUAJIBHO CBOJiATCs JtoObie 3aj1aun n3 PSPACE. xap.
m
\ 7

JInarpaMma B3aMMOCBS3HU
KJIaCCOB CJIOZKHOCTH.

2 ITlommHOMUAJBHBIN AJTOPUTM OKPYTJIEHUS £1-IIPUOJINKEHHOTO pelleHns Cu-
CTeMbl JIUHENHbIX HEPABEHCTB

1. Nmest e-npubimkennoe perrerne Ax < b (1) c e < g1 = 1/[(n+ 2)A(A)], MokHO (HA OCHOBAHUH TEOPEMBI
2, §5, cm. Guier 16) ObITb yBEpEHHBIM B CYIIECTBOBAHMU TOYHOTO DEINEHHsl CHCTEMbl JMHEHHBIX HEPABEHCTE.

0

OxkasbIBaTcsl, MPOIEAypa HOJyUIeHUsT T° U3 x£°! sIBJISeTCsT MOJUMHOMUATLHOM. COOTBETCTBYIOMINN A.A20pUMM OKpPY2-

AEHUA €1-TIPUOJIMZKEHHOTO perterust cucreMbl (1) 10 Tounoro 6611 ykazan J1. I'. XaqussHoM 1 cOCTOUT B CJieiyfoIemM.

Omnpenenenne. Anzopumm okpyesenus — HNOJUHOMUAJBHBIA aJIrOPUTM, C IIOMOIIBIO KOTOPOIO W3
81—HpI/I6JH/I)K€HHOFO pemennsd MO2KHO IIOJIYIUThb TOYHOE.

1 1

[Tpucoum z' := z°* u nogcrasum ' B (1). Pazobbem muoxkectso M = {1,...,m} UHIEKCOB HEPABEHCTB
B CHUCTEMe Ha J[Ba IOJIMHOYKECTBA

M(z') ={i + [{a;,2") = b < e},
M\ M(z")={i : {(a;,2") —b; < —¢,}

1 1

Haiiem pemtenme ' cucremel paBeHCTB Apf;1)T = bag(p1) (Cymecrsyer 1o teopeme 2). Ilycrs 2! me
aBJsteTcss TouHbIM pemenneM (1), T.e. B 2'! ne BBIIOIHMIOCH i-€ HEpaBEHCTBO Jyid Kakoro-mmbo i & M (z1).
Torma BBeJeM MHOXKECTBO MHJIEKCOB HEBBINOMHEHHBIX Hepasencts M = {i| (a;, z'') > b;} € M \ M(x!)
1 paccmoTpuM Ha orpeske [zl 2] 6mmkaiiutyo Kk 2! ToUKy, B KOTOPOIi ellle BBINOJHEHbI BCE HEPABEHCTRA
i i € MT (B 2! oHI BBINOJIHEHBI ¢ £1-3a11aCOM). A UIMEHHO OIIpeJIe/ M

Pz omin 2 T) o g 0 ()
iem+ (a;, ) — (az, x1)’ iem+ (a;, "y — (a;, xt)
u npucsonm z2 = (1 — 7)z! + 72"t Umeem M (2?) 2O M(z') U {i;}, ubo mepasencrsa ¢ umIeKcamu

us M(z') &-npubIMKEHHO BBIOJHAINCH KAK paBeHCTBa Ha Beem orpeske [z! x''], a mepasencrso c
UHJEeKCOM 41 € M7, me BuImoIHeHHOE B TOUKe ¥'!, BHIMOMHAETCA B X2 KaK PABEHCTBO IIO ITOCTPOCHHIO.
Taxum obpazom, M (z?) D M(z'), no |[M(x)| < m, nosromMy, IOBTOPAs yKa3aHHYyIO IPOIELYPY C 3aMeHOit

x! ma 2% u 7., npugem He Gosee yeM Uepes max(n, m) MAroB K TOMY, 9TO peIIeHue &' COOTBETCTBYIOMIEH

CUCTEMBI PaBEHCTB OKazKeTCA IO — pemeHneM (1)

C ydgeroM moJTMHOMUATBHOCTH 3 1a91 PEIeHUsT CUCTeM YPaBHEHUN TPE/JIOZKEHHBI aITOPUTM OKPY TJICHHST
TIOJIMHOMUAJICH.
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bujger 9
1 HCGB,Z[OHO.TII/IHOMI/IaJII)HbIe aJII‘OpI/ITMLI. HpI/IMep AJId 3aJa9U’ O pIOKSa,Ke

Onpenenenne. 3ajada o pook3ake (3P) — u3 mabopa Bereii cobpaTh PIOK3aK OrpaHUYIEHHOIO 0ObeMa
¢ HAMOOJIBITIEH TTOJIE3HOCTHIO:

n

max E Cij

z 1 z;€{0,1} Vj € In i

n

W;z; S K
j=1
S,ILQCI: Cj € Z+ - II0JIE3HOCTDb (LLeHHOCTb), w; € Z+ - obbeMm (BeC) BeHY, a IIE€pEMEHHad Z; OIPEIEIACT -

KJIACTh UJIA HE KJIACTh ee B PIOK3akK, K € Z, - MakcuMaJbHBIH 00beM (Bec) proK3aka.
B dbopmysmpoBku pacrio3HaBaHHsS CBOWCTB — MOYKHO JIM HaOpaTh PIOK3aK IEHHOCTHIO HEe MeHbINe B.

3ameuanwne. 3P - yacrubiii cay4ait BJIH.

I YrBepxkaeaue. 3P € NPC.

Mertoa JuHAMIYECKOTO HporpaMMHPOBaHus JJid pernieHusa 3P

[IpousBosibHas nHAEBUAYya IbHas 3aja4da I € 3P morpy:kaercs B ceMeiicTBO 3a/1a9 IMONCKA

n

Fi(F) = max Z %,

z 1 z;€{0,1} Vj=i,n

zn:ijjSK—E s

j=i

j=i

F1(0) — sragenne 3P. 11 permatorcst Bce 3a7a9u TAHHOTO ceMeiicTBa MO PeKypPPEHTHBIM (hOopMyJiaM, rje i
yobiBaer ¢ n 70 1. A umenno, nonoxkum Fy(E) =0 VE > K, Vi. Umeem VE =0, K — 1:

0 EF>K-—w,
F"(E)_{cn E<K-—w,

nVi=n-—1,...,2:

F,(E) =max{F1(F), ¢, + F1(E +w;)} = _Iél{%}i}{cizi + Fi (E+wizi)}

F1(0) = max{F(0), ¢ + Fy(w:)}

Yucsio ureparuit mpejIoyKeHHOTo aJropuTMa paBHo nK 1 TOro ke nopsjaka OyJleT ero BpeMeHHas CJI0¥K-
HOCTh. OTMETHM, YTO AJTOPUTM HE SBJISIETCS TOJUHOMHUAJIBHBIM, UOO i 3amucu uucjia K tpebyercs
nopsika log, K CHMBOJIOB; sIBJII€TCS ITepeOOPHBIM — ITepebupaeT Bce BaPUAHTHI 3alI0JJHEHHOCTH PIOK3aKa.

Onpenenenne. O6osnaunM [depe3 num(/) MakcHMaabHOE TO MO0 Tesoe uucao (mmm 0), dury-
pupyolee IPU 3a[aHUKM YUCJIOBBIX [ApaMETPOB JJIs UHIMBULyadbHON 3anaau [, u depes |I| = |e(I)] —
JIHY 3anucu .

Onpepnenenne. Anropurm A perennst MaccoBoit 3amadn 11 (He 00si3aTeIbHO pacCHO3HABAHUSI
CBOWCTB) HAa3bIBAETCS NCEBIONOAUHOMUAALHBLM, €CJIU JJIs HEKOTOPOro MOJUHOMA p(-, ) BBIIOJHEHO

tale(I)) < p(JI],num(I)) VI €I

IIpumep: ajaropuT™ JUHAMUIECKOTO MPOrPAMMUPOBAHUS I 33241 O plok3ake (3P) siBisercst mcesio-
MTOJTMHOMUAJTBHBIM.
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2 HNnea merona 3JLJIMIICONI0B

AmnajiorudHeiil agropur™ (Kak U Jisi €1 OKP.) UMEETCsl U Jijisi OKPYIJICHUSI E9-IIPUOJINKEHHOIO PeIeHust
o3JIIT x}, mo roumoro z* (cm. [3, c. 21]). IlosTomy mIst MOCTPOEHMA HOIMHOMHAJILHOTO AJITOPUTMA
pemennst o3JII1 ocramoch ykKasaTh IIOJIMHOMUAJIBHBIA AJIrOPUTM IOUCKA E£o-HPHOIMIKEHHOIO perle-
s o3JII1 B mape ||z|| < n'/2A mm ygocroBepenms, 9TO TAaKOro pemeHnsa HeT (Mo TeopemaM 1,2*
u3 §5). Tpebyemblit ajaroput™, OCHOBAHHBI HA Memode 2Aauncoudos, KOTOPbIi npemioxumm B 1976—
77 rr. 1. B. FOaun u A. C. Hemuposckuii u (#esasucumo) H. 3. Illop, npuBoauTcest B cieIyomux myHKTaxX.

Baech u gamee A = A(D), rne marpuria D 3amaercs tabsureit (3) (cumMiuteke tabureit).

2. Ilyctp E — mpowmsBosbHbIN djumncon i B R™ ¢ meaTpoM & u HeHyseBoro oobema volFE. Paccmorpum
(n—1)-MepHYTO IJIOCKOCTh, 33JIJAHHYI0 BEKTOPOM ¢ HOPMAJIU U MPOXOJISIIYI0 Yepe3 eHTp & ssumnconia F.
O6ozHaunM depe3 £~ (g) oJuH U3 JIBYX MOJIYJUIAICOUIOB, Ha KOTOpPbIe pa3buBaer F naHHAs MJIOCKOCTD,

E~(9) = En{z| (9,2 — &) <0}.

I Yreepxkaeune 1. [lonysmncons E~(g) smmmnconna £ MOXKHO HEJUKOM 3aKJTIOYUTh B HOBBIN 3J1-
nunconn, B/, umeromuit o6beM, ¢Tporo MeHbImi £,

vol E’
volE

< e~ V/On+2) (+)
n B’ moxuo seraucauth no £~ (g) 3a O(n?) apudmernuecknx oneparmii.

HoxkazarenbcTBo. [lycts E — eauununbiii map ¢ nentpom B touke 0: F = {z € R" : |z]| < 1}, a

E~(9) = En{x, > 0}. llomecrum nientp E’ B Touky & = (0,...,0, ﬁ), TOL /I

B ={a] (@} 4+ BB+ (w0~ — e <1},
n+1
e =1—1/(n+1) <e V0D 52=141/(n?—1) < /1),
OTHommeHne 00bEMOB PABHO HpoU3BeAeHmo Horyoceii aff" ! < e V/2)  orciona momyuaem (), ubo
OO0 JITATICON, MOYKHO MPEBPATHTD B mMap adUHHLIM TPEoOPa3sOBaHUEM KOOPIUHAT, COXPAHSIONIIM
obbeM. JlelicTBuTe/bHO, OyIeM IIPEJICTABIATh TPOU3BOJILHBIN djuicons; F ¢ oMomnpio ero nenrpa & u
maTpuiibl () (n X n), 3ajgaoreil ykasannoe npeodbpazosanune: F = {z| x = £ + Qy, |ly|| < 1}. Obosznadnm
n = QTq/||QTgl||, rne Bepxunit ungexc I — snak Tpancrnonuposanus. Torma £ u Q', npejcTaBsioNye
smancon; B/ MuanMabHOro o6beMa, OmucanHblii BOKpYT noJtyssmunconia £~ (g), nepecantoiBaorest 1mo

dopmynam
;7 o 1 r n n — 1 . T
§=¢~—@n Q —7(n2_1){é?+(\/7n+1 D@nn"}

3a O(n?) apudmeTnuecKux orneparuii.

MeToa 3/1JTAUTICOUIOB MOJydeHUs c-TIpubJm>kKeHHoro pemnieans o3JI11.

[Mosoxkum € := g9 = 1/(2n%A%). Beesiem MHOMKECTBO e-ipubuzkennbix perennii o311 B mape pajuyca
R = n'2A ¢ nenrpom B 0:

X ={z| {a;,z) <b;+e Vi=1,m, (c,x) >d" —¢, |z|| <R}

Beibepem ykazaHHBIN BBIIIE ap B KadecTBe HAYAIbHON UTepanun i srnunconta £ D X, Paccmorpum
[IPOM3BOJIBHYIO UTEPAITHIO.



[Iposepsiem, siBiisiercst jtu nieHTp & munconya F e-upubimkenubiM pertenueM. Ecin mga, To ajaroputm
3aKaHINBAET CBOIO paboTy, B MPOTUBHOM CJIydae CTPOWM SJUIUICOW ] F' jJisi ouepeHoil nrepanun Kak
MUHUMAJIBHBI [0 00beMy SJUTHICOM/I, cojiepKaluil mosysuincons F(g), e BEKTOp ¢ ONpeessieTcs
caenytonm obpaszom. Tak xak & € X7, To smbo

19 3i: (a;,&) > b +e, mrorga g := a;, mboO
2% (¢, &) <d*—emg:=—c.

V6eanmes, uto npu srom X C E'. Jleficturensro, i papuanta 1°
Ve € X (ai,z) < b +e < (a;,&), re. XX C En{x| (aj,x — &) <0} = E (a;) C E'; nu ananorudso
HOJIyIUM JijIsl BapuanTa, 2°

X:cEn{z| (e —& >0} =E (—¢)C F
Teneps ¢ E := E’ Bo3Bpamiaemcst K Hauajly urepanuu (Ha HOBBII 1miar).

OrnenuM wmcsio urepaluit Merona syannconoB. Ilokaxem, aro X cogep:kutr 1map pagmyca r/2, rie
r=c¢/(hn'?) < R, h>|ayl,|c;| (h 6vicoma 3adawu). Ilycts x* — Tounoe pemenne B X, Us [|2* —z|| < r
crenyer [{a;, x) —(a;, )| < |Jag|| [|[2* —z| < hn'/?r = ¢ Vi € M u |[{c,z)—{(c,z*)| < ||| ||z* —=|| < hn'/?r,
T.e. yKa3aHHBII BEIOOD I TApAHTHPYET, UTO BCE TaKue & Oy/IyT e-pubJIMzKeHHbIMI pereHnsaMu. [JockombKy
|z*|| < R, To MHOXKeCTBO TeX U3 PAcCCMAaTPUBAEMBIX T, JjIsi KOTOPHIX ||z|| < R (T.e. mepecedenne mapos
pajuyca r u R, BKJIIOUaoIee MEHTD [ePBOro), COMEPXKUT Map pajuyca r/2. DTor map U MpPUHAIJIEKUT
X¥. Takum obpasom, obbem X Gosbie o0bemMa n-MepHOro Imapa pajyca /2. S3HaduT, 00bEeM SJITHIICO-
112, TIOCTPOEHHOTO MO/ HuM, Hanpumep EF jist k-it uTepanun, He J0/GKeH oKa3aThes MeHblle 00bemMa
sroro mapa. Orcioa u u3 yrBep:KieHus 1 mosydaeM Jyisi k COOTHOIIEHHE

r\"» _ volX* volEF
(23) = JolE! = volE! ©°©

u3 Koroporo k (mo onpezenenuto 7, R e, h u A) He npeBocxoaut

2n? In(Rnh/e) < 2n? In(2n*°A®) < 10n? In(nA)

23



buaer 10

1 CunabHas NP-noasora. Teopema o cBsa3m cuiibHO NP-mosiHOTBI 3ajiadm; C
CYIIIECTBOBAaHUEM IICEBAOIIOJIMHOMMAJILHOIO AJITOPUTMA €€ PelIeHUs

Onpepnenenne. Ob6o3nadnM depe3 num(/) MakCHMaabHOE 1O MO0 1nesnoe duciao (umm 0), dury-
pUpYIOIee IPU 3aJIaHUN IHCJIOBBIX [IAPAMETPOB IS WHAMBHLyadbHON 3amaqdu [, u depes || = |e(I)| —
JTuHY 3anucu 1.

Onpe,z[e.neHI/Ie. Horuromanvrovim CYIHCEHUEM MacCCOBOI1 3aJa491 II HaszbIBaeTCA MHOXKECTBO UHIUBUJY-
AJIBHBIX 3a/la4, YUCJIOBbIC ITapaMETPbl KOTOPBLIX HE IIPEBOCXOAAT IIOJIMHOMa OT AJIMHBI BXO/a:

[y = {1 € I [ num(1) < p(|1])}

Omnpenenenne. MaccoBas 3amada II pacrosnaBanust cBoiicTB HasbIBaeTca cuavho NP-noawnot, ecan
ee nosmHOMHAsIbHOE cyzKernne NP-mmorHo, To ects Jp(-) - nommuom, r.u. 11,y € NPC.

3ameuanwue. cuibHo NPC 3amaun naubosiee TpyaHble st cdeTa cpean Bcex NP, B onTuMm3aninoHHOM
ITIOCTAHOBKE HET 3(PEKTUBHBIX aJITOPUTMOB JlayKe MPUOJINZKEHHOTO pellenusd. Perraiores pazduenueM Ha
110/133,/1a91, a OHU yzKe 1mepebOPOM MeTOJOM BeTBell M IDaHWII.

ITpumep: 3amaaun BBIII, 3-BBIII, BJIH, [IJIH u KM gasagtorcs cunibao NPC.

I Teopema 1.4. Ecmu P # NP, to au s kakoit cusibro NPC 3a1a4u He CyIecTByeT ICeBI0I0TMHO-
MUAJILHOT'O aJIrOPUTMAa PEIIeHUS .

HoxkazareabcTBo. [IpoBenem or nporusnoro. Ilycrs JIMT A pemaer cunbrao NPC zamaqay 11 u VI € I1:
tale(I)) < p'(|],num([)) mra nommuoma p'(-, ). Torma VI € Iy ta(e(D)) < p'(|I],p(|1])) = p"(|1]), T.e.
II,.y € P — nporusopeune c II,.) € NPC nm yrepxiennem 6 o nepeceuennu P u NPC (cm. 6uer 4).
]

2 Npest meToma mrpadosB

Il 33129 yCJIOBHON MUHUMM3AIMK, HAIpUMep  min z2  1pejiozKennbie MeTojbl (rpal. ciycka u Hbio-
z€[1,2]

TOHA) HYZKJAIOTCs B Mo uKarmu. B gacTHOCTH, [T IPUBEIEHHOTO IIPUMepa, KOT/Ia MHOXKECTBO X HMeeT
JIOCTATOYHO TPOCTYIO CTPYKTYPY, YKa3aHHbIE BBIIIE (DOPMYJ/IbI COBMEIIAIOTCS € IIPOIIELYPOil ITPOEKTUPOBa-
Husg Ha X Ha KaxkKJ0M Irare Metoja. Tak MpuXomauM K METOLY Npoekuut 2paduerma

o = Pry{z' — aygradf(z')}, t=1,2,..., Va' € R"

To ecTb JeJjiaeM 1I1ar rpaJueHTHbIM METOJ0M, CMOTPHM — BBIXOJUT JIX OH 3a Halllkd OI'PaHUYCHUA, U1 €CJIN
el

OH BBIIIEJ 32 OPPAHUYEHHUsI, TO GepeM MPOEKIHIo 3Tol (“BbLIeTeBINeN) TOUKY T, Ha HAllle MHOXKECTBO KaK

£+1|. Paboraer, ec/im MPOEKIUIO HANTH TIPOCTO (ITO He BCErjla TakK).

mingey ||z —
s 6ostee CIOKHBIX MHOZXKeCTB X, JIOMYCTUM, 33/[aBAEMbIX OIDAHUYCHUSIMI HEPABEHCTBAMI

X ={zeR" gi(x) <0 Vie M}, (3)

YHHUBEPCATIBHBIM CIIOCOOOM OCBOOOXKJIEHHS OT OIPAHUYEHUI sABJsieTcst uxX mrTpadoBanre. A UMEHHO JIist
JI0CTATOIHO 60JibInoil KoHcTaHThl C' > 0 BMecTo 3ajaqm ycaoBHO# munnMusanun (1),(3) paccmarpusaior
3aj1adqy 0e3yCJIOBHOW MUHUMU3BAIUN OMTPA(OBAHHON 11e/1eBOI (DYHKITUN

min ¢ f(x) 4+ C’Z[g;r(l")]p , e Z[Q:r(x)]p -

z€ER™
€M €M
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910 PynkyuA wmpagda (wmpagdnas Gyrryua) 1isi orpanndenuii vepasencrs, g () = max[0, ()] — cpeska
g, mapamerp mrpada p > 1. (Ipyrue Bugpt dysknuii mrpada cm. B [4,5].) B yeaoBusx HenmpepbBHOCTH
dyukmnit f, g;, HemycToTsl X W OrpaHUYEeHHOCTH MHOXKeCTBa Jlebera hyHKIUM f MOXKHO JI0Ka3aTh, 9TO C
POCTOM KOHCTAHTHI IITpada

lim mi )Y =

lim min{f(x) +C ) lgf (@)} = f (4)
€M

Ecm p = 1 (dyskuus-cpeska wu, ciegosarenbHo, mrpadHas GYHKIMs SBJIAETCS OCTPOH), TO

3c* - min{f(z) + C* X,y 07 (@)} = f* (cymecrByer mownei wmpag). Onpako upu p > 1 —

enadkutdl wmpag@ 1O0JOOHOE PABEHCTBO O3HAYAIO Obl HECYIIECTBEHHOCTH orpaHmdeHuit ¥ € X (Touka
6€e3yCIOBHOIO MUHIMYMa W TaK HAXOAUTCS B X ).

Henb3st cBecTr 6€3yCI0BHYIO0 K MEHUMU3AIMK [T TJIAIKOrO 1Tpada, HO (4) Mo3BOJIsieT HTEPATUBHO KOM-
6UHIpPOBATHL MeToJ| MTpadoB U I'pa/JIMeHTHLI MeTo1oB: Vol € R™

ieM
Drta mporeLypa CXOJAUTCsST IPU ONpeJeJieHHbIX cooTHomennax mexiuy {o;} u {C.}, B wacTtHOCTH JjI51

y6uiBatonero mara mpu Y a2C? < oo (manmpmumep, oy = 1/t, C; < \/1).

910 ObLI 6HewHul wmpag. s riagkoro ciaydas OoH Beeraa OyaeT HEMHOIO BbLIE3aTh 38 OrPAHUICHHS.
Ecre eme snympennuti wmpag nwim bapvep, KOTOPBI TPUOPUTUIUPYET HAXOXKJIEHUsT PEIIeHns] B OTPaHU-
YEHUSAX, HEXKEIN ero TOYHOCTh. B wactHocTH, 310 Meton Kapmaprapa, korga sanada (9) (Py =q, y > 0),
SKBHBAJIEHTa 3a/a4e yCJOBHON MUHIMU3AIIAN

min  p(x)
z>0, Y x;=N

CBOJIUTCS K 6€3yCIIOBHON MUHUME3AIAH CIEIUAILHOl GapbepHoil byHKIWHN k(x), He MO3BOJISIIONINIT METOLY
HrroTona BblitTH 38 orpanndenud x > (), ec/ii B 9TUX OIPAHUYEHUSAX BbIOPAHO HadaIbHOE NPUOJIHKEHNE.
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buaer 11

1 Omnpenesienne KOMOMHATOPHON 3a4a91 ONITUMUIAIAN W MTPUOINKEHHOTO aJI-
TOpUTMAa ee pellneHnsd. Y TBeprKJAeHne O Pa3Hulle MeXKy ITPUOJIMKEeHHBIM ¢
TOYHBIM OIITUMYMOM JIJisi 3a/1a4um o prok3ake (3P)

Onpepenenne. 3adauu duckpemnot (Kombunamoprotl,) onmuMu3ayuy — THIUBAya bHbIE 3a1a9u |

MaccoBOM 3a/Ja491 OIITUMH3alln H, JJId KOTOPBLIX pelleHrue €CThb IIPOMU3BOJIbHAsA PEaJIN3allud OIITUMYMa:

Optu(l) = max_fu(l,2)

ZESH(I)
To ectb Taxas Touka z*(I) € Sp(I), mma xoropoit fr(I,z*(I)) = Opty(l). 3aecy Sy(l) € 7z -
06J1aCTh JIOIYCTUMBIX 3HAYCHHUN JAUCKpeTHOi mepemennoit z, fi(1,-) : Su(l) — Z - neneBas pyHKIusA
VH/IUBYJLyaJIbHON 3a/a9u | ONTUMU3BAIH.

Bameuanue. Hanpumep B 3P Sp(I) — orpanuyenns Ha PIOK3aK.
Bameuanue. B nocranoske MoxkeT ObITh KaK Max, TaK U Min.

I YrBepxkaenue. Eciu P # NP, Tto q1a 3amadn onTtuMusanumm He CYIIECTBYET MOJTHHOMAJIBLHOTO
aJITOPUTMa, €CJIM ee 3a/lada pacro3naBanusd cBoiicts u3 kjaacca NPC.

Ounpesiesienne. og - KOMIIOHEHTHI BXOJHOTO cjioBa 0 = e([), onpe/iesisiioniye napaMeTpbl WH/BHLY-
anbHOl 3aaqn [ € I1, KoTopble 3a/1a10T JIOMyCTUMYIO 00JIaCTh (OrPAHMYCHUST 38,1441 ).

OmnpenesieHne. 0y - KOMIIOHEHTBI BXOJIHOTO ¢JIoBa 0 = e([), ompee/isiiomue mapaMeTpbl HH/IBULY-
apHoit 3asiaun [ € 11, koropble 3a/1a10T (DYHKIUIO TIE/TH.

ITpumep: misg 3P fap(o, 2) = (¢, 2)
((-,-) - cxansapuoe npoussenenue), Szp(0) ={z = (z1,...,2,) | z; € {0,1} Vj, (w,z) < K}, a
os = (n,w,K),op =c.

Onpenenenne. Anroputm A pemaer 3amady ontumusaruu, ecau VI € II aaropurm A npumennm
(T.e. ocranaBauBaercs) u jaet z* (1) - perenne 3aja4n I (ymbo aro Sy(l) = & u pernieHus He CYIIECTBYET).

Onpepnenenune. Anroput™ A Ha3BIBACTCH NPUOAUNCEHHBIM AALOPUMMOM PEULEHUA MACCOB0T 30004
onmumusayuu 11, ecim VI € II on HAXOAUT HEKOTOPYIO TOUKY n3 JomycTuMoil obmactn z4(1) € Sp(l)
(ecrm Sp(I) # @), npurnmaemyo 3a upubiamkenHoe pernenue. 3uadenne fr(I,z4(I)) HasbBaercs
NPUbAUIACEHHBIM 3HAEHUEM onmumyma 1 obo3Hadaercs - A(T).

Samedganue. 6JI30CTh K ONTHMATBHOMY DEIeHUO (OMTUMYM) HE MOIpa3yMeBaeTCs.

| Vreepxkaenne 11. Eciu P # NP, 10 un jas kakoit xoncrantsl C' > 0 AA - mosmHoMasbHbII
asropurym pemternst 3P ¢ onenkoit |Optsp (1) — A(I)| < C VI € 3P.

Hoka3zareabcTBo. [Iposeem or nporusaoro. Ilycrs naiinensr takue C' u A. Ilocrpoum amropurm A’
caemytomum obpasom: VI € 3P nommuoxkmm Bce Koaddunuents! ¢; Ha C' + 1 — mOIyYuM HHITBHTYaTbHYTO
sagaay I’ € 3P, x koropoii mpumenum ajroputM A u pasmesmm mosydenHbiii orBer Ha C + 1, Te.

A(I) = A(I')/(C +1).

Ouesuiino, Optap (') = (C 4+ 1)Optap () 1 U3 IOJUHOMHUAJBLHOCTH aJropuTMa A BbITeKaeT MOJIUHOMUAb-
) 3P 3P
nocts A’. Tlpu 3TOM €ro ToUYHOCTL paBHa

_ Optap(l) — AU . C

Optap (1) — (1) e S <

1
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To ectb paBHa HyJO (Tak KAk BCE 3HAYCHUS 11€I€BON (DYHKIIUH TIEJIBIE).

[osyunm noamHOMEATBHBL asroputm TogHoro permenns 3P. IIposepka Optsp(I) > B nojamHoMua bHA,
3HAYUT, TOCTPOUIN U TOJTUHOMHUAJBHBIN aaropuTMm peienns 3P B mocTaHOBKe pacrio3HaBaHus CBOMCTB,
YTO C YUETOM YHHBEPCAJBHOCTH IMOCJIEHEl MPOTHBOpeunT yTBep:KaeHnto o nepeceuernn P u NPC (cwm.
6urer 4). A

2 WMnesa merona HproToHa

[Tycts f € C3(R"), pazinokum dbynkimio f B paj Teitopa B OKpeCTHOCTH TeKyIel Toukn x':

1
f@) = (@) = {gradf (@), @ = 2") + S (/" (@) (@ = 2'), 2 — ) + oo — 2"]").
Bribepem z!™! uz ycious MuHUMU3AIMM KBaJpaTH4HO annpokcumanun f(r) B Touke zt, T.e. KBajpa-
tranoil wactu npupamenus f(z) — f(z'), nomyanm meron Heioroma:

B = ot~ (f(a) Mgradf(at), t=1.2,...,

/e HadaJbHOe TPUO/IEKeHNe o1 T0/I?KHO HAXOAUTECS JOCTATOMHO OJIM3KO K TOUKE onTUMyMa . B Takom
ciydae (M MpH JIOMOJHATEIBHBIX [TPEJITONOKEHIsIX, 60Jiee CHIIBHBIX, YeM JIJIs IPUBEIeHHOI paHee OIeHKH
CKOPOCTH CXOJIMMOCTH TPAIMEeHTHOrO MeTojia) Jiis MeTojna HbioroHa Oymer crnipaBeiuBa k6a0pamuyHas
cKOpocms cxrodumMocmu

1
Iz — 2" < Qlla" — 27|, me. 2" —a"| < Q(Q\Iml Sl

gro npeanonaraer ||zt — z*|| < 1/Q (onenky mist Q cm., nanpumep, B [5, ¢. 192]). Eme pas noguepkuewm,
YTO I'PaJAMEHTHBIA METO, B OTJINYUE OT HHIOTOHOBCKOI'O CXOIMTCS IPHU JIIOOOM HAYaJILHOM HPUOIMZKCHNN.
13 onpenenenus meroma HbloToHa TakzKe ciefyeT TpeOOBaHUE HEBLIPOXKICHHOCTH MATPHUILI BTOPBIX
IPOM3BOJHBIX (reccrana) yHkuuu f.

Herpynuo BugeTh, 9To noJyuennas gpopMmysia Metojia HbioToHa perrenus 3aja4d 6€3yCI0BHON MUHUMU3a-

mun coBragaer ¢ gpopmyaoit meroga Herorona pemenus: cucrembl ypasuenuit gradf(x) = 0, coorBercTBy-
I01Teil HeOOXOIUMBIM YCJIOBUSIM SKCTPEMYMA.
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buaer 12

1 Omnpepesienne s-npudOJINKEHHOTO aJTOPUTMAa W MOJTHOCTHIO TTOJIMHOMUAJIBHOI
npubamxkernoii cxembl (IITITIC). Ceazp mexay cymecrBoBanuem IIIIIIC u
M1CEeB/IOTTOJIMHOMUAJIbHOCTHIO

Omnpenenenne. [lpubimkennsiii asroputm A periennst MaccoBoii 3aa4u 11 onTuMu3aum Ha3bIBAECTCS
e-npubsusicennvim anzopummom petenuns 11 s Hekoroporo € > 0, eciiu:

I)— A(l
ven lovta(D—ADI __

Opty (1))

To ecTs oTHOCHTE/IBHAS IIOI'PEIIHOCTDL HE IIPEBOCXOJUT £.

I Teopema 1.5 (cBa3b nc-nost. u IIIIIIC) (6/x). Ilycrs mua maccosoit 3amaan 1 onrumusarmm:
1. JA - 1ceBIONOIMHOMHUATIBHBII AJITOPUTM.
2. VI € II cupasemmmso |Opty (1) < pi(|I],num(/)) u num(l) < pa(|I],Opty (L)) st HEKOTOPBIX
HOJIHOMOB D1, Ps.
3. Vo = e(I), I € II: napamerpsl og u 05 (cMm. Guier 11) ne mepecekatores;; u Vz € Sy(o) dynkius
nenu fr(o, z) AuHEHHO 3aBUCAT OT HAPAMETPOB 0.
Torma Ip(-,-) - mommuoM, T.4. Ve > 0 JA. - e-upubimkenHblil ajaroput™ perrerns 11 ¢ BpemeHHOI
caoxuoctsio Ty (|I]) < p(|I],1/¢).

Onpepenenne. [loanocmoro nosuHoMuasbHoMu npubiuscennvmu cremamy (III1IIC) maspiBaloTcs
asroput™mel { A, } omnpenesennbie B Teopeme 1.5 (Bbire).

Sameuanwue. [IIII1C - gyumee gia NP-hard.

2 Teopema onTUMaJbHOCTH JIJIsI PA3JIOKUMbBIX PYHKIIHUI

Omnpenenenne. DyHKIUs Ha3bIBAETCS PA3A0HCUMOT HA 1 u €CJIM OHa pa3delideMa Ha Ji n
27 ) 2
Cb}}HKHI/IH ?1 MOHOTOHHO H€ y6bIBaeT ( /‘ ) II0 IIoCJIeJHEMY apr'yMEHTY.

I Teopema 12.1 (onTUMAIBbHOCTH /Il PA3JIOKUMBIX (DYHKIUIA).

gll;)lf(x,y) = Hlmin fl(x,myin f2(y)),

1 TOYHO TaK 2Ke JJId 1max.

,Z[OKaSaTe.HbCTBO apoBeaeM JiJjid Cjiydad MUHUMYMa.
(PaBeHCTBO 6y,IL€T BbITCKaTb U3 ITapPbl IIPOTUBOIIOJIOZKHBIX HepaBeHCTB.)

Io onpeneenuio Muanmyma  min fi(x, f2(y)) < fi(2°, f2(y°)) Va2, °

)

a sHaunT u g y° = argmin fo(y), 2°:= argmin fi(z, fo(y°)),
Y T

YTO JIOKA3bIBaeT HepaBeHCTBO “<‘. AHa/JOrM4YHO, B CHUIy HEyObIBaHUsI f| IO IOC/IETHEMY apryMeHTY,

fi(2',min, fo(y)) < fi(@, fo(y)) Yo',y

Hosowast ' = argmin f1(«', f2(y)), o/ 1= argmin{min fi(z, f2(y))}
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ITocko/IbKy HOBTODHLIN Min paBeHn ABOHHOMY, B IPaBOil YacTH HOIydwIn min, , f(x,y), 4eM Jokasaan u
mepasenctso “>“. M

Jlnst 3aj1a4n yCJIOBHOM ONTUMMU3AIUNA TEOPEMa ONTHMAIBHOCTH JII PA3JIOKUMBIX (DYHKIINN TTepernuchiBa-
eTCsl CJIeIYIONUM 00pa30M:

min _f(z,y) = min z, min .
Jun f@y) =, win , Aile min £() 5)

rie Y(r) = {y| (z,y) € Q}.

3ameuyanue. YKazaHHas TeopeMa UCIOIb3YeTCs s TIOHUKEHUS PA3MEPHOCTU ONTUMU3AIMOHHDBIX 33144
u B Metojie /II1.
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buaer 13

1 Teopema 06 orcyrcrBum IIIIIIC aas 3aga9 onTUMAU3aUN, COOTBETCTBYIOIIIAX
cuiibHO NP-11o1HBIM 3agavaM paclio3HAaBaHUsS CBOMCTB

| Teopema 1.6. Ecmu s Il onTHME3AIME COOTBETCTBYIOMA eif 11 pACIOBHABAHUS CBOMCTE SBIIACTCS
cubno NPC u 3p/(+) - mommuowm, .. [Opty (1) < p'(num(/)) VI € I, to upu yciaosun, uro P # NP,
[IIIC ana IT me cymecrByer.

HoxkazareabctBo. [Iposenem or nporusnoro. [Iycrs IIIIIC cymecrsyer. [Tocrpoum anropurm A’ ciey-
fomum obpazom: VI € I, A’ BebBaer A, ¢ ¢ =1/(p'(num(7)) 4+ 1).
Torma 1o orpe/ie/IeHUIo e-MIPUOTNKEHHOTO aaropuTMa A.:

Opta(D] ¢/ (mum(D))

[Optn(l) = A1)} < p(num(f))+1  p/(num(l)) +1

10 ycsoBuio TeopeMbl. Ho B JIeBOIl 4acTH 1OJIy4EHHOIO HEpaBEeHCTBa ObLIO 1eJI0e YHCJI0, KOTOPOe OKa3bl-
BAeTCsl PABHBIM HYJII0 KaK HeoTpunareabHoe, Menblnee 1. Takum obpasom, aaroputm A’ ToueH, npudem
Ta(|I]) = Ta.(J1]) < p(|1],p'(num(l)) 4+ 1) mo onpexenenuto IIIIIIC. Cnenosarenbho, anmropurm A’ 1ces-
JIOTIOJIMHOMUAJIEH, YTO IpoTuBopeunt Teopeme 1.4 (em 6user 10). W

2 T'eomeTrpuyecKas ujes CUMIIJIEKC-METO1a

<C, X> = const




buaer 14

1 Omnpegenenune o3JIII. Ilpunuun rpaHMYHBIX pelieHuii. Ajaredpamyeckas u
ouToBasg cjaoKHOCTh JIII. Pe3ysmbraThl 0 CJI0XKHOCTHU IJId 33aJa4, OJIM3KNX K

JIII

Ounpenenienne. Jlunetnoe npozpammuposanue (JII1) n3ydaer Teopuio, IPUIOKEHHE W METOIBI pe-
IICHUST KOHEYHBIX CHCTEM JIMHEHHBI HEPABEHCTB € KOHEYHBIM UHCJIO BEIIECTBEHHBIX HEU3BECTHBIX
Aez™" beZ™, xe€R" A— He CONEPKUT HYJIEBBIX CTPOK:

anry + aprs + ... 4+ apxr, <b
anry + axpry + ... 4+ agr, <b (1)
am1T1 + Am2T2 + ... + AmnTy S bm

Onpenenenne. Ocrosnas 3adava JIII (03/II1) cocTomT B HAXOXKIECHUU TAKOTO DEIICHUS T CH-
cTeMbl JMHEHHBIX HepaBeHCcTB Axr < b, T.94. OHO MaKCUMU3HPYET 3aJIaHHYIO JIHHEHHYIO (QYHKIIIO
(c,x) = 1o + oo + ... + Cry.

d*= max (c,x) (2)

zeR" : Ax<b
Bameuanue. rpybo roBops - sra 3ajada 3aKJIIOYACTCS B HAXOXKJICHUN BEPXYIIKH IapaJllesielulieia
(mosmspa).

Onpenenenune. o3/l ¢ n HeuzBecTHBLIMU W M OrPAHMYCHUSIMU HA3BIBACTCA 3aJadeil pa3MepHOCTH
(n,m) u 3amaerca Tabiuiieii ceoux Ko3hGUIUEHTOB:

a1 a12 Ce Q1n bl

a1 G2 ... G2, by
(3)

Ami m2 - Omp Om

cp, ¢ ... ¢ O

3ameuanmue. ymenne pemarhb 03111 npeamonaraer ymenune pemars Ar < b duh
3ameuanwne. Taduia koddduimenton o3/111 naszsiBaerca cumnaerc mabauyet

Onpenenenne. Kanonuveckasn 3adawa JIII:  min  (c,z) mmm max (¢, x).
Azxz=b, £>0 Ax=b, >0

3ameuaHme. ee MOXKHO IIpeAcTaBUTh B Buje 03111

Onpenenenune. I[lpunuyun epanuunvr  pewenud: ecaum  o3JIII  umeer pemienne, TO Haiiger-
ca Takad noamarpuna A; marpunbsl A, uro J0boe peleHne CUCTeMbl ypaBHeHmit Ajxr = by
({ainxi + apze + ... + apmz, = b; | i € I}) peamusyer makcumym B 03JI11.
Sameuanue. eciim A; HEBBIPOXKIEHHAsI, TO OHA yIJIOBas TOYKA.
Sameuanme. meroj [aycca Tpebyer He OoJsiee MOJMHOMAa 3 CTEIEHH OT M, 7, HO YHCJIO BO3MOXKHBIX
[IOIMATPHUIL PACTET SKCIOHEHIINAIBHO.
I YrBepxkaeamne. Eciu yriosasa Touka 3ajaqun JIII cymecrsyer, To 03/II1 B pazpemnuma, npuieM B Heil.
I YrBepxkaenue. 3anaqdy JIII MOXKHO cBeCTH K IMCKPETHON MPUHIMIIOM I'PAHUYHBIX PEIeHUA.

Onpepenenune. Asnzebpauueckas caodcHocms - (DYHKINSA, OINEHUBAIONAS YHUCIO0 apuPMETHIECKIX

oneparui.
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Onpepenenue. Bumosas cioocnocms - GYyHKINSA, ONEHUBAONIAs IUCI0 apUMMETHICCKUX OIlePaIlnii
¢ 6utamu (WM ¢ KOHEIHBIMHU TIOPIUSIMU - Pa3MEPOM DErncTpa MAIIUHBL) MG POBOil 3aluc mapaMeTpoB
nHmBYIyabnoi 3aaqn JIII B 3aBucuMocT OT JIIMHBI BXOHOT'O CJIOBA, TO €CTh OT N, M W JIJIUH | KOJIOB
qnCe.

I yTBep}KﬂeHI/Ie. BurosBag cioxkHOCTD aJI'OpUTMa COOTBETCTBYET €I'0 BpeMeHHOﬁ CJIOZKHOCTH.

I VYrBepxKaenune. 3amaqa JIII € P.

YrBepxkaenne. 3anaua JIH € P (creayer uz JIII € P).

YTBepxkaeHnue. AHaJOIMYHBIE 33J1a9U C JOMOJHUTEIbHBIM OrPAHUIEHUEM IEJTOYNCTEHHOCTH WU
oynesoctu pertenusi NP-mmostabr: BJIH u IIJIH € NPC, 1.e. mosmnoMua/ibHbIe aJrOpUTMBbI /TSI HUX BPSIT
Ji OyJIyT TTOCTPOEHHI.

2 Wpesa merona Berseil u rpanun. IIpumep aasa 3agaam BJIII

2. Memod semseti u epanuy, das LI/ PaccmatpuBaercs 3aiada

max (¢, z 1
z€ZM: Az§b< ’ >’ ( )
perneHneM KOTOPOI sIBIIAeTCs TEeJTOUNCIeHHBIA BEKTOp 2*.

B kopHeBoii BepiiHe MeToja BMecTo 3ajaqu (1) permaercs o3J/111

$ERI'¥l:a>zEla:§b<C7 $>7 (2)

0 0

perienneM KoTopoit asisgerca sekTop V. Ecom 2° okazasca menounciennniM, To z*:=x% — perrenne 3a-
naan (1) 3akorueno. Vuaue HQZ? ¢ 7 m ocyIecTBIIsieM BETBJIEHUE TI0 j-if KOMIIOHEHTE CJIEJTYOIINM 00pa30M.

13 BepIIUHBI BBIXOJAT J[BE BETBU, U HA HOBOM apyce K orpanmdennsm o3JII1, pemaemoii B mopozx paroreii
BepIInHe, J00aBIseTcs orpanudenne r; < |x7] mms 1-it Bersu wmn z; > [29] aas 2-it Bersu. SHauerne
MakcuMyMa B ucexofHoil 3amade LIJITT (1), oueBmuHO, paBHO MaKCHMAJBLHOMY M3 3HAYEHWH 1107138184
LJIIT ma kaxxmoit BerBu. Ho, kak u pamee, Bmecto nomzagadu LIJIII paccmarpuBaerca moazamgada 6e3
OrPaHUYEHUS 1eJI0UUCTEHHOCTH.

Takasg o3/III u perraercss B odepeHON IMMOPOXKICHHONW BEpIINHE B CJaydae ee PacKPbITHA, 00O3HATUM

penienue 4epes3 l’k.

e Eciu 2% — nenouncientoe, To BepiMHa 3aKpbIBaeTCd, a 3HaueHne (¢, %) GyHKIMM 1nem cpaBHIBaeTCs
C PEKOPJIOM JIJIsi ero OOHOBJICHHUS WM, 110 HEePBOMY a3y, MPUCBAMBACTCH PEKOPJY, W TOUKa o — momy-
crumas Touka B 3ajade (1) — sanomunaercs. [loce mosydenusi pekopjia MOXKeT ObITh 3aKpbITa Jiiobast
pacKpbITast BEpIINHa, JJIsi KOTOPOil ONTUMAaJILHOE 3HaYCHHUE TeJIeBOi (PYHKITUN OKaXKeTCsI MEHbIIIE PEKOP/IA.
JleficTBUTEILHO, TTOCKOJIBKY MAKCUMYM I10 OOJIbIIIEMY MHOXKECTBY HE MEHbIIIE MAKCUMYMa 10 MEHBIIIEMY, TO
suauenne 03J1I1 maer onenky cBepxy (epanuuyy) 3HAYEHUs] COOTBETCTBYIOIIEH 1EJI0UNCIEHHON T10/13a,/1a4H,
U KOI'JIa BEPXHASA OIEHKA He MPEBBINIAaeT PEKOP/ia, OECCMBIC/IEHHO MBITATHCI YBEJIUIUTH PEKOP/L HA JTAHHOMN
BETBU.

Jpyrum citydaeM 3aKpBITHsI BEPIMHBL (OTCEYEHUS BETBU) SIBJISETCS HEPA3PEIIUMOCTH TOCTABJICHHOMN
o3/IIT u, cinemoBarenbho, TOi ke nom3aadn LIJITT.

o Ecm 2% — nemenounciennoe, To 3 ¢ Z, n ocymecTsIsieM BeTBICHEE O i-1f KOMIIOHEHTE OTTHCAHHBIM

BbIIIe criocobom. [Iporeiypa 3akaHIMBaeTCs TOCTe 3aKPBITUs BCEX BEPIINWH, Torja 3Hadenne (1) paBHO

32



TEKYIIEMY PEKOPJLY, JIHOO PEKOPJI OCTAJICS HEOIIpeJIeIeHHbIM U 3a/ia4da (1) He uMmeeT pelieHusl.

Bribop crparerun Bersienus B LIJIII wurpaer ne menbiiyio posib, 4eM B TJIOOAJbLHONW ONTHUMUBAIUN.
OrcyTrcTBrEe pekopja MPUBOAAT K JIMITHEMY Iepebopy, HO TpPOIeypa BeTBJeHUs ‘B TIyOMHY" MOXKeT
BMECTO PEKOpjla JaTh HECOBMECTHYIO CHCTeMy orpanmdeHuit. Kpome Toro, s HECKOJbKUX HEIEIbIX
KOMIIOHEHT z¥ He HMOHATHO, 10 KaKoil W3 HUX JIydIle OCYIIECTBJIATH BETBJEHHE: 10 HOBOH, KOTOpas He
paccMaTpuBaJiach Ha MPEJIbLIYIINX spycaX, WK CHadaja rnepedparb BCe JOMYyCTUMBIE IIe/Ible 3HAYMEHUS
onHoit w3 kommoHeHT (o ananormu ¢ BJIIT — cm. mmzke). [locienuss crparernss mMeeT CMBIC MPH

HaJIM9UU ABYCTOPOHHUX OI‘paHI/I“IeHI/Iﬁ Ha IIepeMEHHbIe.

CyLHeCTByeT YaCTHBIA KJacc 3a/da4 LLHH, B KOTODPBLIX OI'PaHUYCHHE IIE€JIOYHNCJIECHHOCTU OKa3bIBaCTCsd
HECYIIeCTBEHHBIM.

Onpenesenne. Marpuiia Ha3bIBAETCSI 6NOAHE YHUMOOYAAPHOT, €CTU OIPEIEINTeh JII000H ee HeBbI-
POXKJIEHHOM KBAJIPATHON MOJIMATPHUIIHI PaBEH 110 MOJTyIi0 1.

I YrBepxkaenue 11.1. FEciu marpunia orpanudenunit pazpemumoit 3agaan JIII ¢ nensimu ko3 durinu-
€HTaMH BIIOJIHE YHUMOJYJSPHA, TO y Hee CYIIECTBYET IeJIOUNCIEHHOEe PElleHue.

HokazarenbcTBo. OueBuIHO M3 NPUHIUIIA TPAHUIHBIX pernenuit (§5) u npasuia Kpamepa (cm. jgokasa-
TeJIbCTBO TeopeMbr 1 §5).

I VYrBepxkaenue 11.2. Marpuna A BHosiHe yHUMOIY/ISpHA TOIJAA U TOJBKO TOLJIA, KOIA JJI JIFOOOTO
[IeJIOUNCIEHHOIO BeKTopa b € Z™ Bce Bepmuubl MHOTOrpanHuka Axr < b, xr > 0 aBISOTCA IEI0UNCTIEH-
HBIMU.

HokazareabcTBO. B 0j1HY CTOPOHY aHAJOIMYHO TPEJBIIYIIEMY, B JPYTYIO CTOPOHY CM. CCBUIKY B [2, C.

333).

Taxum ob6pazoM, BIIOJHE YHUMOYJIAPHBIMUA MATPUTIAMEA OTPAHUYEHUI B IPUHITUIIE OIPAHUINBACTCH KJIAaCC
zagaqa LJIII, sksuBasentuoix JIII u, cioemoBarenbHo, monyckaomux s¢gdektuBnoe perrerne. OTMerunM,
9YTO YKA3aHHBINA KJIACC, XOTsI M YPE3BbIYANHO Y30K ¢ (DOPMAJIbHON TOYKM 3peHus (dIeMeHTaMu MaTpuIlbl A
MOTyT 6bITh TONIbKO 0, 1 1 -1, mputdem 1o 6oJbineit gactu (), COOTBETCTBYET JOCTATOTHO MIUPOKOMY KJIACCY
IPAKTUIeCKUX 3ajad ONTUMu3anuy Ha rpadax u cersx (OJHO- U JBYXIPOIYKTOBBIE CETH, JBYIOJbHBIE
rpadbr 1 T.I1.).

[IpuBenem 6e3 J0Ka3aTEIHLCTBA €I OJHO IOJIE3HOE YTBEPKJICHUE, MO3BOJILIONIEE B HEKOTOPBIX CJIydasix
nosry4aTh npudankennoe pertenne LIJIIT myrem pemenuns JIII.

I Yreepxkaenue 11.3. Ecium Bce ajileMeHTB CUMILIEKC-TaOIMIEL a5, b;, ¢; HaTypaJbHBIE YHUC/Ia, TO JJId
moboro pemenns 70 zagaqn JIIT
max (¢, )
Az<b, >0
BeKTOp |2Y|, cocTaBjieHHBIl U3 KOMIIOHEHT Lx?], Oyser JOMyCTUMBIM B JIaHHOM 3amade. [Ipu srom s
pemenus x* coorBercTBytonieit 3amaan [IJI11

Ang?,a:g(EZi (e, )

ouesnHa onenka |(c, |2°]) — (¢, z*)| < (¢, 1).
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yCJ_[OBI/Ie ITOJIOZKHUTEJIbHOCTU HMCXOAHbIX MJdaHHBIX BBIIIOJIHAECTCA JIJId HEKOTOPLIX 9KOHOMHUYECKHUX 3ajlad.
TaKOfI K€ pe3yyibTaT MO2KHO IIOJIYIUTDb Jid pdda MHOT'OIIPOJAYKTOBBIX IIOTOKOBBIX 3a/Jda4 Ha CeTAX U
APYyrux JIMHENHBIX 3a1a9 MaKCUMU3AIUU C IIOJIO2KUTEJIbHBIM C, B KOTOPBIX JAOIIyCTUMO€ MHO2KECTBO BMECTE
¢ qoboit TouKoit = comepxutr u Bee ¥’ ¢ Kommonentamu x; € [0, x;]. Ognako momek z* mo |2°| moxer

J
noTpeboBaTh mepebopa 2" BapUaHTOB OKPYIJIeHHda KoMmioHeHT x°.

K coxanenuro, B o0meM ciydae u 1epedopa BCeX BO3MOXKHBIX BapUAHTOB OKPYIVIEHUs KOMIIO-
HEeHT peleHus HenpepbiBHON 3ayadn  JIII okasbiBaeTcss HEJIOCTATOYHO I TOJYyYCHUS PeIIeHust
LJII (mampumep, mpu n = 2, ecau JJId TIOJOXKUTEJBLHOTO ¢ PACCMOTPETb CHCTEMY OrpaHMYeHuit
=921 + 10z < 0, —8x; 4+ 1025 < —1). Takum obpasom, nouck perterus 1IJIIT moxker morpeboBaTh
OYeHb OOJIBIIOrO Iepedbopa MeJOUNCIeHHBIX TOYEK, U BO3HUKAET Ta ke, 9To u B §10, 3a1a1ua opranusaiun
epebopa ¢ IEeJIbIO MOMBITATHCS €r0 COKPATUTH B CJIydae He caMoil 110xoit 3agaan. O HIM U3 JOCTATOTHO
YIOTPEOUTEILHBIX METO/OB 1epedopa 3/1eCh sIBJIAeTCS MEeTOJI BeTBeil u rpanuil, kotopsrit g LI 6ymer
paccmotrpen B 1.2. JIpyrue metonsr eM. B [2,6].

3. Memod semseti u epanuyy, das BJII. Yacraeim ciayuaem 3agaqu (1) IJIT asasierca 3amaga BJIIT

zEBr"n:a{Elng<C’ Z>, (3)
perenye KoTopoit — BekTop 2 u3 Gynesa Kyoa.
U3 pesynbraros §2 (yreepxaenus 8) Boirekaer NP-tpyaunocts BJII u, ciemoBarenbHo, IpaBoMepHOCTD
HCIOJIb30BaHUsl IepebopHBbIX cxeM [yt perierus (3). B §12 Gyzer nokazana cxeMa JUMHAMUYECKOTO TIPO-
rpammupoBanust yisi BJIIT ¢ HeorpumarenbubiMu K03 dunmenTamu, a Jjisi IPOM3BOJILHBIX 3314 (3) 1pu-
MEHUMa CXeMa IIPE/IBbIIYIIero MyHKTa, KOTOpas HECKOJILKO YIIPOIIAETCs 3a CUeT JOMOJTHUTE/IHLHOIO OI'PAHU-
genns 0 < z; < 1, npespamaroriero LIJIIT B BJIII. A mmenno, mocie 3amens Z" Ha B®, npu BeTBIeHNHN B
HOBBIE MOJ[3a/1a4H JT0OABJISETCSI BMECTO ODAHIYEHU T HepaBeHCTB yeioBre paBeHcTBa 0 (1151 O/IHOl BETBH)
wim 1 (g Apyroit) Toii mepeMeHHoi, 10 KOTOPOH OCYyIIeCTBIsieTcs BeTBieHne. Takum obpa3oM yKasaH-
Has [epeMeHHasi CTAaHOBUTCsS OYJIeBOI BO BceX HUXKHUX spycax, T.e. [0 Hell He IPUJIeTCsi BHOBb IIPOBOIUTH
BETBJICHNUE, & 3HAYUT, HA N-M sgpyce perenue (3) Oyaer 3akoH4YeHO. HCI0 PACKPBIBAEMBIX BEPIIUH (MK
pemtennit ojzaad JIIT) npu 3ToM He npesbicuT 2" UTO, KOHEYHO, TOXKE HEMAJIO, HO 3aMETHO MEHbIIIE,
gem st LIJIIT (cpaBHUMO coO ciry9aem, TpeyCcMOTPeHHBIM yTBep:KaeHneM 11.3).
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buaer 15
1 Teopema o rpanunax pernenmii 3aga4 JIII ¢ neabiMu koadduiimeHTaMm

I Teopema 5.1 (o rpaummax perrenuii). Eciu 03/ pasmeproctn (n,m) ¢ menbivu kKo duimen-
TaMHI paspelinMa, TO y Hee CYIIeCTBYeT palioHajibHoe pemrenne x* € Q B mape ||z]| < n'/2A([A[b]) n
snauennem o3JII1 d* = (¢, z*) aBiserca pamponasbHoe uncio t/s € Q co 3HaMeHaTe IeM, OrPAHTICHHBIM
Besmanuoit A(A).

HoxkazareabcTBo. Ha ocHoBanum mnpunnuna rpanndabix pemrenuit 3A; € A: mo npasuiry Kpamepa
25| = |det Al/det A;| < A([A]D]), u6o |det A;| > 1, a onpegesurens MaTpuubr A}, moTydeHHOR 13
Aj 3amenoit j-ro crosbna Ha +by, He npesbimaer no momyao A([A]b]). Orcroga st eBKINIOBONH HOP-
MBI z* ToiydaeM Tpebyemyto onenky. C yderoM IeJOYNCIeHHOCTH BeKTopa ¢ € 7 3HaMeHaTesb d* Mo-
#eT OBITh BHIOPAH PaBHBIM 3HAMEHATeTO 5 Vj, U 2-e yTBEpKJIeHHe TeOPEMBbI CJIe/lyeT U3 ONPE/Ie/TeHIsI

A(A) > | det A;|. ®

2 Merton BerBeii n rpanun a4 LIJIII. Pazaunanbie ctpareruu meroaa
2. Memod semeeti u eparuy, das LIJIII. PaccmarpuBaercs 3amada

max (¢, z 1
zZEZ™ . Az§b< ’ >’ ( )
pellleHneM KOTOPOii ABJISETCS TIeJI0UNCIeHHbIH BEKTOD 2*.

B kopnesoii Beprute MeTojia BMecTo 3aja4n (1) permaercs: 03/111

$ERI'¥l:a>zEla:§b<C7 :E)? (2)

0 0

perneHneM KoTopoit sipisercsa sexTop 2°. Ecim 2° okazasca nenouncienubiM, To 2*:=2° — pemenne 3a-
naan (1) 3akorueno. Nuade 39@? ¢ 7, v OCyIIeCTBJIsIEM BETBJIEHNUE TI0 J-f KOMIIOHEHTE CJIE Y IOIIM 00pa30M.

113 BepIINHBL BLIXOJAT JBE BETBU, U Ha HOBOM fApyce K orpanndenusm o3J/II1, pemraemoii B mopoxarormeit
BepimHe, noGasisercs orpanndenue r; < |29 mus 1-it BerBu wim x; > [29] g 2-it BerBu. SHauenue
MakcuMyMa B uexogmoit 3amade LIJITT (1), odeBmamo, paBHO MaKCHMAJLHOMY M3 3HAYCHHU 1107138184
HJIIT ma kaxkjoit BerBu. Ho, kak u pamnee, Bmecto nogzazadu LIJIII paccmarpuBaerca mojzajiada 6e3
OTpaHIIeHNs [[eJIOTHCIEHHOCTH.

Taxag o3/III m perraercss B odepeHON MOPOXKJEHHON BEPIIUHE B CJIydae €e pPaCKPBITHS, 00O3HAINM

pelieHue 1epes £L’k.

¥ — meslounciienHoe, TO BepIIMHa 3aKphiBaeTcs, a 3Hadenne (¢, r°) GyHKImY ne/u cpaBHIBaeTCs

e FEcmuzx

C PEKOPJIOM il €ro OOHOBJICHUS WJIM, 110 HIEPBOMY Pasy, IPHCBAMBACTCA PEKOPIY, U TodKa o — jomy-
cruMasi Touka B 3ajade (1) — s3amomunaercs. [locse mosryuenusi pekopa MOKeT ObITh 3aKpbITa JH0dast
pacKpbITast BepIIUHA, JJIT KOTOPO ONITUMAaJIbHOE 3HaYeHNe 1eJIeBOi (DYHKITNN OKAXKeTCsl MEHbIIIe PeKop/ia.
JleficTBUTETBHO, TTOCKOJIBKY MAKCUMYM I10 OOJIbIIIEMY MHOXKECTBY HE MEHbIIIE MAKCUMYMa 110 MEHBIIIEMY, TO
suavenue o3JII1 naer onenky csepxy (eparuty) 3HAUYEHUST COOTBETCTBYIONIEH MEJIOYNCIEHHON M0/13a/1a4u,
U KOTJIa BEPXHsIsI OIEHKa He IPEBBIIIACT PEKOPAa, OECCMBICIEHHO IIBITAThCS YBEJIUINTH PEKOP/L Ha JAaHHOM

BETBU.

Hpyrum cirygaeMm 3aKpbITHST BEPIIMHBI (OTCEYEHHUs] BETBH) sIBJISIETCS HEPA3PENIMMOCTh I[TOCTABJIEHHOI
o3/III u, cinemoBarenbHO, TOM )Ke moa3agadn LIJIIT.

e FEcim [L’k — HeneJI0O9uCJIeHHOe, TO E'l‘f g Z, " OCyHIeCTBJIZEM BE€TBJICHUE 110 1-I KOMIIOHEHTE OITMCAHHBIM

Boiie criocoboM. [Iporeypa 3akaHunBaeTcs 1ocje 3aKpbITUS BCEX BEPINNH, Torja 3Hadenue (1) paBHO
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TEKYIIEMY PEKOPJLY, JIHOO PEKOPJI OCTAJICS HEOIIpeJIeIeHHbIM U 3a/ia4da (1) He uMmeeT pelieHusl.

Bribop crparerun Bersienus B LIJIII wurpaer ne menbiiyio posib, 4eM B TJIOOAJbLHONW ONTHUMUBAIUN.
OrcyTrcTBrEe pekopja MPUBOAAT K JIMITHEMY Iepebopy, HO TpPOIeypa BeTBJeHUs ‘B TIyOMHY" MOXKeT
BMECTO PEKOpjla JaTh HECOBMECTHYIO CHCTeMy orpanmdeHuit. Kpome Toro, s HECKOJbKUX HEIEIbIX
KOMIIOHEHT z¥ He HMOHATHO, 10 KaKoil W3 HUX JIydIle OCYIIECTBJIATH BETBJEHHE: 10 HOBOH, KOTOpas He
paccMaTpuBaJiach Ha MPEJIbLIYIINX spycaX, WK CHadaja rnepedparb BCe JOMYyCTUMBIE IIe/Ible 3HAYMEHUS
onHoit w3 kommoHeHT (o ananormu ¢ BJIIT — cm. mmzke). [locienuss crparernss mMeeT CMBIC MPH

HaJIM9UU ABYCTOPOHHUX OFpaHI/IquI/Iﬁ Ha IIepeMEHHbIe.
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buaer 16

1 Teopema o Mepe HECOBMECTHOCTU CUCTEM JIMHEHBIX HEPABEHCTB C IEJIbIMU
Ko durimeHTaMm

Onpenenenune. Touka x° Ha3BIBAECTCs E-NPUOJIMKEHHBIM PEIIEHUEM CUCTEMbI JIMHEHHBIX HEPABEHCTB
Az < b, eciin (a;,2°) < b;+¢ Vi = 1,m, tae a; — i-a cTpoka MaTpuibl A, WM B MATPUYHO 3aINCH,
obo3HaYas € — BEKTOP-CTOJIOeI] U3 € INHUIL

A[Ee S b+€€ (15)

I Teopema 5.2 (0 mepe HecoBmecTHOCTH). FEciu cucrema JIH Az < b umeer e1-npubiiizkeHHoe pe-
menue g €, = 1/ [(n + 2)A(A)], To sTa cucrema paspemmuma, T.e. UMeeT TouHoe perrenue 1.

HokazarenbcTBo. O603HaYNM Yepe3 £ MUHUMAJIbHOE €, IPH KOTOpoM cucrema (1) umeer perrenue (1o

yeqoBuio € < g1):

et = min €.

(r,e) : Ax<btee

Jomycrum, 9ro yTBepK/IeHe TeopeMbl He BepHo, Torja € > 0 Basada onpejenenus £* spisiercs (¢ yde-
ToM paserncTsa min(-) = —max(—-)) o3JIII ¢ nexessim BekTopom ¢ = (0,...,0,—1), n+ 1 nepemeHHBIME
(x,€) u orpannuenusvu Az —ee < b.
CireoBaresibHO, 10 TeopeMe 2.1, €* Moxer ObITh IIpeJCTaBIeHa B BHJE JPOOU CO 3HAMEHATEJIeM, He
upesbimaomuM A([A| —e]) < (n+ 1)A(A), re. ¢* > 1/[(n + 1)A(A)] > €; — npumIz K IPOTHBOPEHHIO C
oupejiesienuem €. M

Sameuyanue. AHAJIOITIHOE YTBEPXKIEHHE cipape iuBo u s o3JII1.
Bameuanue. B A([A|—e]) uger pazioxkenue 1o mocjiegHeMy croJbILy, OTKY/Ia U MOJIyYaeTcsi HEPABEHCTBO.

Omnpenenenne. Touka x! HasbiBaercs c-npubimkeHHbIM pertenneM o3JIII, ecom ona sBiserca e-
HIPUOJIMZKEHHBIM PEIICHIEM CHCTEMBI U PEaN3yeT MAKCHMYM B C E-TOIHOCTBIO: (a;,x) < b;+¢ Vi=1,m
u (c,zt) >d* —e.

I Teopema 2* (o mepe HecoBmectrnoctu) (6/1). Eciu 03/II1 mveer eo-nipubiimzkeHnoe perenue st
gy = 1/(2n?A3(A)), To 3Ta 3a5a4a UMEET TOYHOE peleHue T*.

2 Metoa BeTBeit m TpaHHUI JJid TJI00AJbHONW MUHUMM3AIUN JIMIMITIAIIEBHIX
dbyHKIMIii

Onpenenenne. Dyuxims f(zr) wnaseBaerca Jlummmnesoit wa X ¢ KoHcraHToit L, ecim
Ve, € X @ | f(x) — f(2)| < L||lx — 2'||. Obosnagaercs f € Lip(X, L).

2. Memod semeeti u epanuy, (MBI') das 2400a4bHOT MUHUMUSAUUU.

[Tycts ' — nenrp kyba X. Borumciasem f(r') n npucsamsaem sto 3nauenue pexopay R = f(xz').
PaszbusaeMm Ky6 Ha 2" OIMHAKOBLIX MOAKy60B X1 co cropoHoil 1/2 m BBIYHC/IAEM 3HAYCHUA IIEJEBOIl
bynkimu B ux nenrpax: f(z''), i = 1,...,2" OOHOB/IAA MO XOJMy BLIYMC/JICHUN 3HAUEHUHE DPEKOp/a
R := min; f(z'). IIposepsieM Bbinosnenue yciaosus X' C T;(R) ana ¢ = 1,...,2" u orbpachiBaem
coorseTcTByIomue noakyonl. Kaxplit n3 ocrapmmxcs pazbubaeM Ha 2" OJMHAKOBBIX MOAKy6oB X2 co
croponoii 1/4 u mocrynaem, kak npezxe. Ha siobom mare y wHac dpopmupyercst muozkectso K “kybukos” co
croponamu 27, 1 > 2, nesoe. IIpaBuio BEI6OPa 0UYepeIHOTO KyOUKa i pasbHeHns Ha3bIBACTCA NPAGUAOM
6emeaeHuAs — BO3MOXKHBIE BapuaHTbl NpuBojATcs Hike. Kybukum co croponoit ne 6osbiie &/(Ly/n)
UCKJTIOYaloTCd 13 MHOXKecTBa K — j1poOjieHne KyOmka 3akaH4uMBaeTcd. TakKe MCKJIIOYAIOTCH KYOUKH,
nonasime B MHOXKecTBO T)(R) (¢ mHmekcom k — HOMepoM KyOUKA) JiJIs TEKYIero 3HavYeHusi PeKop/ia,
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— npasuno omcevenus eemeeti. Pekopj OOHOBJSETCS IIPU IIOJYyYEHUM MEHBIIEr0 3Ha4YeHUs I1e/1eBOit
byHRIN (npasuao nosyuenus epanuy, m.e. OUEHOK). SHAUEHWs IEeJIeBOi (DYHKINHM BBIYUCIAIOTCS B
IEHTPe KaxKJI0OT0 HOBOI'O MOJIKyOnKa, BK/Iouaemoro B K mocjie pazdouenus BoIOpaAHHOIO Jjisd 9TOrO KyOHUKA.
Anropurm ocranasimBaetcsd, Korjaa K mycro.

Cokpamenue. MBI pazbuBaer ucxojubiii kyd Ha rpad-epeBa M0JKyOOB, UTEPATUBHO UCKJIIOUAS
6ecriostesnbre (koropere nomnaau B T5(R)).

VKazaHHas TEPMUHOJIOTHS W Ha3BaHHE METO/a ONIPEIeNdAioTCd TeM, YTO BH3yaJbHO JIaHHAs CXeMa
nepebopa TpeJcTaBisieTcs B BuUje rpada-jiepeBa, KOpHeBas BePIIMHA KOTOPOrO COOTBETCTBYET KyOy
X, BepmuHBI IepBoro fpyca — noaxybam XY pepmmuubl Broporo sipyca — Kybukam X 29, mojcoeu-
HEHHBIM K CBOUM nopodicdarouwum BeprmmuaM X1 1-ro apyca, n T.1. Ecinm xkybuk nckmodaerca n3 K,
€ro BepIINHA 3aKPbi8aemca — W3 Hee He OyJIyT WIATH BETBU Ha cieayomuil apyc. Kciam kybuk eme ne
BriiovueH B K, ero Bepmmna emme ne packpovima. [lopsnok 3aKpeITHS BEPITUHBI OIPEIEIAeTCs TPABUIOM
orcedenust (CBOMM JIJIsi KazKJI0# MaccoBoii 3a7aun — cM. Takzke B §11), MOPSIZIOK PACKPBITHS — IPABUIIOM
BETBJICHUs (CBOMM JIJIsl KayKJIOW WH/MBHIYAJbHOI 3ajadn). Paziuuaior 1Ba Buja MpaBUJI BETBJICHUS
[0 THITy MOCTPOEHUsI JIepeBa pelleHuii (BbIO0pa BEPIUH JijIsi PACKDBITHS): “B IMUPUHY", KOIJIA CHAYAJA
PaCKpBIBAIOTCA BCE BEPIIMHBI OJHOTO dpyca JI0 TIepexoja K CAeAyoIeMy, U “B IiyOnHy — BCAKHUI pa3
pacKpbIBaeTcs JIUIIb ojiHa (0OBITHO C JIYUINM 3HAYEHUeM PeKOpa) BepIuHa Ha spyce JI0 KOHIA BETBH.
Ha mpakTuke peajm3yioT HEKOTOPYIO CMeCh, HAIpUMeD, IIepBOe IPAaBUJIO, IOKa XBaTaeT MAaIlUHHON
namsiTi (B K He CJIMIIKOM MHOTO 9JIEMEHTOB), 3aT€M IIEPEKJII0UaeMCs Ha BTOpoe. [IpeodruTe/ ibHOCTh
TOW WJIM MHON CTpATEruy BETBJIEHUS OIEHMBAETCH KarKJbIM BBIYUCUTEEM II0-CBOEMY, UCXOJA U3 TJIaB-
HOII 3a/1a91 METOJa BETBEH U I'PAHUI] — ObICTpee MOy YUTh JIyUIIUil PEKOP/I, YTOOBI OTCEYb OOJIBITIE BETBEN.

Cokpainenne. [lopsyiok MCKIIOUeHNsT (3aKPBITUSI) BEPIIMH, HEHYXKHBIX JJIsi BBIYUCIEHHs KyOOB, —
IPABUJIO OTCEYEHUsI — 3aBUCUT OT KOHKPETHOW MACCOBOM 3aJiavM, & MPABUJIO PACKPBITUS (BbIYUCJIEHU)
HOBBIX KyOOB — IPaBUJIO BETBJIEHUsI — OT KOHKPETHOH MHMBULya bHON 3ama4uu. [Ipasur BeTBIeHus JIBa:
B mupuHy (pacKkpbITh Bce KyObl spyca), B IIyOuHy (PACKpPBITh TOJIBKO OJIUH € HAMJIYUIIUM pekopoM). Ha
[PAKTUKE UCIOIL3YIOT CMECh.

B paccmarpuBaemoii 3ajaue ecTh XOpOIHil Cocod yIIydIIeHnsl pEKOp/Ia — JIOKAIbHAs ONTHMUA3AINS (CM.
B §8). Ee mmeer cMbIc/I TIPOBOJUTHL U3 TEKYINEl TOYKU, B KOTOPOW IMPOM3OILIO OOHOBJIEHHE DEKOpJA,
HallpuMep, JdeJiad HECKOJIBKO ITaroB I'pa/JMEHTHOI'O METOdA. HpI/I 9TOM PacCIIOJIO?KEHHE KY6I/IKOB MEHATH HE
HAJI0, POCTO YBEJIMYUBACTCS TAHC COKpaleHus nepebopa (orbpachiBanns OOIBIIAX KyOHKOB).

OrmeruM, uro B XyjmeM ciaydae f = const (UT; = &) — He ynaercst 0orOPOCUTb HU OJHON TOYKH T — U
IIPUXOJIMM K IIOJIHOMY Iepebopy; T.e. yKa3aHHas B 1.1 9KCIOHEHIMAJbHAs OIeHKa TOYHA Ha KJIAaCCe BCeX

JIMTIIIIATIEBBIX (DYHKITHIA.

Cokparenue. lIMeeT CMBICT yaydIIaTh PEKOPJ C IIOMOIBIO JIOKAJTLHON ONMTUMHU3AIAN: ITPU OOHOBJIE-
HUUM PEKOpJa CIeNaThb IIapy MarosB I'PaJUeHTHBIM METOIOM.
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buaer 17

1 CaeacrBusi cucreM JIMHENHBIX HepaBeHCTB. AdduHHas jgemMma Papkalma

(6/m)

Baech u gamee M =1,m = {1,2,...,m}.

Onpepnenenue. Jluneitnoe HEpaBEeHCTBO

(c,z) <d (4)

SABJIICTCA  CACOCTMEUEM Pa3PeIlnMOil cuCTeMbl JUMHEeHHbIX HepaseHcrs Ax < b, ecom g 1060ro 1,
yaossieTBopsttoriero Az < b, BbIoHeHO (4).

Criocob mostydeHusi HEPaBEHCTB-CJIEJCTBUI JIOBOJIBHO IPOCT: BbIOEpeM Ipou3BojibHbIe \; > 0 Vi € M,
JIOMHOXKHM Ha \; KayKJioe i-e HepaBeHCTBO cucTeMbl Ax < b M CJIOXKHUM; IOy IUM I BEKTOpa

c= Z A;a; u jroboro gucia d > Z Aib;

ieM ieM
uro (4) Oymer caeacreueM (1). OkasbiBaercs, npyrux ciaencrsuii y JIH me GuiBaet.

I Jlemma ®apkama (addunnas) (6/x). Jluneitnoe nepasencTso (4) sBisieTcs CIECTBUEM pa3pe-
ITUMO# B BeIeCTBeHHBIX repeMeHHbix cuctembl JIH Ax < b Torna m TOJABKO TOrga, KOrja CyIIecTByeT
BeKTOp A € R™:
c=Y Nai, d>> Nbi, N >0 VieM (5)
ieM ieM
3ameuanwme. [Ipumensiercs B MII u Be3ze, ri1e ecTb 3a/1a4n Ha ABOWCTBEHHOCTb.
®aH dakT: Jemma ad@uHHas TTOTOMY 9TO ONEPAIH CJIOKEHUs U JOMHOXKEeHNEe Ha Jucia — adpOUHHBIE.

2 TIloasaTne o BpeMeHHOII CJIO>KHOCTHU aJITOPUTMOB

Ounpenesienne. O6o3uaunMm t4(0) BpeMs paboThl HaJ| CJIOBOM ¢ € X* (uwmcsio maros) ajropurma A
JIO OCTAHOBKHU. Bpemennot caoocnocmoto aaroputma A pemenust MaccoBoii 3ajaqu [ nazosem dyHKImO
T4(+), onpenessieMyto Kak

Ti(n) = max tas(o) VneZ,
oc€X* : |o|<n

Onpenenenune. Bpewms padorer HIIMT na cjioBoM 0 Kak MUHUMAJIBLHOE U3 BPEMEH PADOThI HAJT BXOJIOM
o IMT A(S), npuHUMAIOIIUX 0 ¢ yIeTOM BPEMEeHU MPOYTeHus caoBa S (T.e. ero JJINHBI).

~

t:(0) = i S|+t .
ilo) {S|§ggA<s)}{| |+ tags)(0)}

Omnpenenenne. Bpewmennoii cioxkuocroio HIAMT A penenns: MaccoBoii 3aja4un [I HazoBeM pyHKIHIO

~ ~

Ti(n)= max ty(o0) = max min  {|S| + tas) (o)}

oel(A) : |o|<n 4 {o€Ll(A) : |o|<n} {S | €L a(sy}
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buaer 18
1 Jlemma @apkarmia o Hepa3penImMOCTHI

I Jlemma Papkamma (o mHepaspemmumoctu). Cucrema JIH Az < b mepaspemmnma Torja u TOJBKO
TOIJIA, KOI/Ia Pa3pelInMa CHCTeMa

D Na;=0, Y ANb<—-1, A>0VieM (6)

€M ieM

HokazaTreabcTBo. [lycts Az < b Hepaspemunma, TOrIa U3 pa3pPeNInMOCTH CHCTEMBI

(a;, ) + Tpy1 < by Vi € M JO/KHO CJIefioBaTh, 9T0 Ty < —& < 0, T.e. CJIeJCTBUEM ITON CUCTEMBI
spiisiercst HepasencTso ((0,...,0,1/¢), (2, x,11)) < —1 u u3 adunnoit semmer Papkarra norydaem (6) (a
TaK’Ke B JONOJHEeHne y  \; = 1/¢).

Ecin ke (6) paspemmuma, To ykazannoe Bbiite Hepasenctso (0, z) < —1 okasbiBaerca cieicteuem Az < b
U JIOJIZKHO BBINOJTHATHCA JIJIsE BCeX X, yjoBaerBopstiomux Axr < b, 3Hauut, rakux e cymecrsyer. W

2 Ilonsarue o HeJeTepMMWHHUPOBAHHO ITOJIMHOMMAJIBHBIX 3aJa4daXx

Ounpepnenienne. Hedemepmuruposannot mawunot Teropunea (HAMT) A olpeie/isieTcss Kak Habop
OOBIIHBIX — JleTepMuHnpoBaHHbIX — ManH Triopunra (IMT) A(S) ¢ andasurom 3, e S nmpoberaer Bee
cJI0Ba U3 X'

A= {A(5)}ses:

3ameuanwme. Ciosa S B onpejenennn HIIMT MoxKHO TpoMHTEPIIPETHPOBATH KaK IMOJACKA3KN K PEITeHUIO
(moraziku), Torga JIMT A(S) mpoepsier jijist BXOJHOIO CJIOBA ¢ MOJACKa3Ky S U B CIydae MPaBUIBHOCTU
ocranapmmBaercs B cocrogann JJA. HIIMT A IIpOBEPSIET JIJI BXOTHOTO CJIOBa 0 BCEe BO3MOYKHBIE TTO/ICKA3-
KU, ¥ €CJIU XOTh OJIHA TpaBujbHas jorajka cymecrsyer, To HIIMT ocranasiusaercs: ¢ orBetom JIA.

3aMedyaHMe. IIPOBEPUTH PEIINMOCTb 3aja4un ¢ moackaskoit Ha HJIMT moxkHO 3a mOJIMHOM BpeMeHU
(UTMHA TIOJICKA3KU TOXKE JIOJIZKHA He IIPEBOCXOJIUTH MOJTMHOMA OT JIJIMHBI BXOJIA).

Onpepnenenne. H/IMT A ocranasiuBaercs, Korja ocranaBiuBaercsa nepsas uz JIMT A(S), npunu-
MaroIasi BXOJHOe CJIoBO (ocTaHaBimBaercsa B coctosgaun JTA).

Ounpepnesienne. ¢3pik HIIMT - muO)ecTBO €j10B, mpuHIMaeMbix xoTst 061 oiuoit JIMT A(S) € A:
L(A)={cex |35 e :0e L(AS))}
Bameuanme. H/IMT nme moxker ocranosuthest ¢ orserom HET (ona 6yger paborarh BeIHO).

Onpepenenane. HIAMT A perraeT MaccoByto 3aja4dy Il ¢ KOAupoOBKOIl €, ec/ii UX A3bIKH COBIIAIAIOT:
L(I1,e) = L(A).

Omnpenenenne. Bpewms paborsr HIIMT Hat c;ioBoM 0 Kak MEHUMAJILHOE U3 BpEMEH pabOThl HaJl BXOJOM
o JIMT A(S), upuHUMAIOIUX ¢ C y9eTOM BPEMEHHU MPOYTEHHs CJI0Ba S (T.€. ero JIJIMHBI).

tA(U) = min }{|S|+tA(S)(U)}.

{S | O'ELA<S)

Omnpenenenne. Bpewmennoii cioxkaocrbio HIIMT A perenusi MaccoBoii 3aja4un [I HazoBeM pyHKIHIO

Ti(n)=  max tilo)=  max min  {|S] 4+ tas)(o)}
ocel(A) : |o|<n {oel(A) : |o|<n} {S | 0€La(s)}
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Onpenenenune. Kaacc nedemepmunupo8arnvly noaunomuaronur 3aday NP: Takue a3b1Ku, 118 KOTO-
poix cymectByer H/IMT pemaromias 3agaqay 11 ¢ KomupoBKoii e, 4To BpeMeHHas cJIoKHOCTb droir HIMT
Oy/IeT MTOJIMHOMOM OT JIFOOOH JJTMHBI BXO/IbI HAIIICH 3a/1a4u:

NP = {L(II,e) | 3A - HAMT, pem. sagaqu II ¢ koxuposkoii e, Ip(-) - mojmHoM : TA <p(n)Vn € Z,}

Onpenenenne. HenerepmunupoBanHoil 3ajadeil Ha3bIBaeTCst Takad 3ajada I, ecimm g mee cyte-
crByer takas koguposka e, uro L(II, e) € NP. Bynem nucars I € NP.

I YrBepxkaenue 1. P C NP.

SamMeuaHme. J10Ka3aTh, YTO BKJIIOUEHHUE CTPOroe/He CTPOroe HEBO3MOYKHO.

Sameuanwue. 3ajada, 11 KOTOPOI MOYKHO JIOKAa3aTh, YTO OHA HE TOJNHOMHUAJIBHO, MOKHO JTOKA3aTh, ITO
ona n He n3 NP. Ecan ke 3ama4da u3 kinacca NP, To mokasarsb, 9T0 OHa He IMOJINHOMAJIbLHA, HEJI3SI.

IIpumep: HenerepMmunupoBanHoil HoJuHOMUAILHON 3amadeil sBiasgerca KM, T.K. IPOBEpPUTH JOraKy
(MapIIpyT) MOXKHO 3a IIOJIMHOM BPEMEHN.

Omnpenenenne. lononnurenbHoit 3aaadeii [ Kk maccosoit 3aade 11 pacriosnaBaHmst ¢cBOICTB HA3bIBAELT-
cs TaKasl 3a/1a4a, Koropas 3aaeT obpaTHblii Bonpoc, Hezkesn 11 @opmasnsro: D(IT) = D(IT), Y/(II)\ Y(II).
Onpenenenne. co-P = {II | Il € P}.

Omnpenenenne. co-NP = {II | Il € NP}

| YrBepxkaenaue 2. co-P =P.
3ameuanwue. anajgorundHoro yreepxienus 1po co-NP u NP nate Hesbas.
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Buner 19
1 Teopema aBoiictBeHHoctnu JIII
Onpenenenne. /lsoticmeennot K 3amade JIII na MakcuMyM (max) ¢ orpamitdeHusiMI HEPABEHCTBAMI

B dopme 03/II1T (2) HaspiBaercs cremyomas 3agada JII1 va MuarMyM (min) ¢ orpaHIYeHUSIMI B KAHOHH-
qeckoit popwme:

€M

Z Nia; =c¢, \; >0 Vi€ M}, wuim B KparTkoii 3alucu min (), b) (7)
= A=c, A>0

st Toro, 9TOoOBI TIOCTPOUTD JIBOMCTBEHHYIO K ITpon3BoIbHON 3as1ade JIII, Hato mpejacraButh ee B popme
o3/IT1, mpumenuts dopmyry (7), a 3areM BepHYThCsI K 0603HAYEHHSIM HCXOIHOM 3a/1a4H.

I Teopema 4.4 (gBoiictrBennoctu JIIT).  3Bamaua JIII paspemmva Torga u TOJIBKO TOrJA, KOLIA
paspermMa IBOCTBeHHas K Heil. B ciiydae pa3penmMocT onTUMAaJIbHbIEe 3HAUEHUsT TeJIeBbIX (DYHKIUI B
obenx 3aadax coBnaaamor, T.e. d* = d**, rue d* — 3navenue (2), d** — snavenne (7).

HoxkazareabcTBo. [Iposeem s ciaydas o3/II1, mockosbky sobast 3amada JIIT ajekBaTHO 1peacTaBIis-
erca B Takoil opme.

[Iycrs 3amava (2) paspermuma, torga (4) sasisierca caencrsueM (1) Vd > d* un we apiagercsa Vd < d*, aro
o adgunHoil Jemme Papkaria SKBUBAIEHTHO paspermmoctd (5) npu d > d* u Hepaspernmmocta (5) mpu
d < d*, re. d* = min{d| (5)}, a 910 u ecTh 3HAUEHHE (7).

U1 naobopot, u3 paspemumoctu (7) ciegayer nepaspemumocts (6), 160 B mpoTHBHOM ciiydae min B (7)
obpamiajica 6bl B —00 (Tak Kak npubasienue pemienusi (6) K pemtenuio (7) jaeT JOIyCTUMYIO TOUKY U
yMeHbINaeT 3Hadenue 1eiesoit dpyuxiun (7)). Orcioaa norydaem paspenmocts (1) mo jgemme Papraria o
HepaspermMmocT. Kpome toro, paspermmmocts (7) o3Hadgaer paspemuMocTs (5) s moboro d > d*| tak
410 (4) okasbiBaetcs ciaeacreueM (1) mas d > d**, u nosromy d** orpaHuduBaer cBepxy 3HadeHue (2), T.e.
MakcuMyM B (2) gocruraercs. TakuM 0OpasoM MOIYyYNIN PA3PeNMMOCTh 34491 (2) U MOXKeM BEPHYThCs
K HavaJly JIOKa3aTe/IbCTBa Jjid ycTaHoBsenus pasenctsa d* = d**. W

a;1ry + a12xs + ... +  aipT, S bl
as1r1 + Q999 + ... +  a9pT, S bg (1)
Am1T1 + 22 + ...+ Amndn S bm
"= xERan?)jng<c’ LU) (2)
(c,z) <d (4)
c=Y Naj, d>> Nbi, N >0 VieM (5)
€M ieM
> XNa;=0, Y Ab<—-1, A >0 VieM (6)
ieM ieM
i A, b). 7
. Afi,”izo< ,b) (7)

2 Metoa auanamuyeckoro nporpammupoBaHus nJjisgs BJIII ¢ HeoTpuiiareapbHbI-
M Ko dunmenramn

2. [Ipumepamu pa3ioKUMBIX (DYHKIHIA MOIYT CIy?KUTh min, max, CyMMa, IIPOU3BejieHne (C HeOTpHUIa-
TesibHBIME KO3 durerTamu) u T.11. Viexomao meros /11 ucmonb3oBasicst 171 ONTUME3AIAT THHAMITIECKIX
CHCTEM, YTO HAIJIO OTparKeHWe B IMPUMEHsIeMO# TepMuHOJOTHHA. Tak, £ COOTBETCTBYET (DU3UIECKOMY
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POCTPAHCTBY COCTOSTHUIN (BO3MOXKHBIX KOODJMHAT TPACKTOPUY JBUXKEHUS ), T; — YIPABJICHUIO B MOMEHT
BpeMeHU t;, BO3JIEICTBHE yIPABJEHUs HA TPAEKTOPHIO OIpeJie/isieTcs (PYHKIMeH rmepexo/ia B CJIeIyloniee
COCTOsIHIE, HAa KOHEYHOE COCTOsTHME HAJIOXKEHBI OrpaHMYeHNS MPUHAIEKHOCTH K £, HAYaJIbHOE COCTO-
stune ukcnposano; f;(x;, ) — croMMocTb yIpaBjieHHs CUCTeMOil, Haxojgeiica B cocrosiaun E, f —
CTOUMOCTDL Bceil Tpaektopuu Fy, ..., E,_1.

Fi(Ei—1) = min fi(2;, Fiyi(hi(vg, Einy))) VE_1 €& (11)

T;EX;

CoorHomenne (11) o3HaUaeT MUHUMHU3AIMIO CTOUMMOCTH “XBOCTA" TPAEKTOPUH B KAKJIblii MOMEHT BpEMe-
HU, 9TO COTJIACYETCs C MPHUHIIUIIOM ONTUMAJILHOCTH, copMymupoBanubiM P. Baaivanom: onTuMasbHas
HOJINTUKA YIIPABJIEHUs TAKOBA, YTO JJIsl JII0OOr0 HAYAJIbHOIO COCTOSIHUSI W JIFOOBIX perieHuii (mo BbIOOpy
yIpaBJIeHUsl ), IPUHATBHIX HA HAYAJIbHBIX [IArax, OCTABIINECS PEIIeHNs 00pa3yioT ONTHMAILHYO OJIUTHKY,
HAYMHAIOILYIOCS C COCTOSIHUS, BO3HUKIIETO B pe3yJibrare 3Tux pemiennii. (OTMeTnm, 9To B CIydae cTporoii
MOHOTOHHOCTH [ TaKUM 00Pa30M MOXKHO IIOJIYyYUTDH JII00O€ pellleHue, B CIydae HECTPOroil MOHOTOHHOCTH
— XOTs OBI OZIHO).

[Tponnmoctpupyem npumenenune metosna /JII1 ma mpumepe pemenns 3agad BJII ¢ mHeorpumare bHbIMEI
ko durmenTamu (31eMerTaMu cuminiekc-Tabuibl ). Urak, BepHemcs K 3amade (3)
F*= max (¢ z2)
zeBn: Az<b
B IIPEJIIOJIOKEHUH a;5, b;, ¢; € Zy. ObosHaumM depes a; j-it crosnbder maTpuisl A. PaccMorpuM cemeiicTBo

3a/1a9 IIOUCKa
n

Fy(E) = max E iz
z: z;€{0,1} Vj=k,...,n =

zn:ajzj Sb—E,

=k
e EeE={Ee€Z}?| E;<bVi=1m}, k=1n.

Ouesnjao, F* = F1(0). BosBparHoe ypaBHeHHe B TAHHOM CJIydae:
Fk-(E) = maX{Fk+1(E), Ck + Fk+1<E + C_lk)},

Cn7 E S b - ana
0 naade.

F.(E) =

Haxomum VE € £ F,(F) u coorBercrBytonue &, (E), 3atem misg k =n—1,...,2 oupenensem Fi(E) u pe-
amuzyiomue ux zy(E) m3 BoseparHoro ypasrenns, seraucasem F(0), x1(0) u namee xo(E), ... x,(E™ 1)
B 3aBHCHMOCTH OT TOrO, Kakue cocrostaust E' ... E""! Obuin B KOHEYHOM CHUeTe HCIOJB30BAHBI TIPH
Borancsennn [(0), ecyir mocMOTpeTh 0 BCeM ImaraM aJrOpuTMa.

Yucjio  maroB  MmpeIOXKEHHOTO — ajJilTOPUTMa  paBHO N U HA N-M  Iare  pacCMaTpPUBAECTCS
min{(b; + 1) - ... - (b, + 1), 2"7'} cocrosmmii, ma (n — 1)-M — MmHUMYM u3 JeBoil wacTu (paBHOIL
|€]) u 272 u tn. Tak uro npu Gobmux b meros JIT pemaer NpUMEPHO CTOJNBKO ¥Ke 3a/1ad, CKOJBKO
MBI B xyjuem ciydae, 0JJHAKO pelaeMble 3aja4u 371ech mpoiie (nposepka orpanndenuii smecro JIIT).
[Tomuepkuem, uro nponeaypa Il me maer crocoboB cokpalenust mepebopa, TOrIa KaK yIadHbI BBHIOOD
crparerun BerBjienuss B MBI (Hampumep, Ha OCHOBE UMEIOIIEHCS Yy BBIYUCIUTENS JIONOJTHUTEIHHOM
MHQGOPMAIUN WA 9BPUCTHIECKUX COOOPazKeHHiT) MO3BOJISIET (XOTS U He rapaHTHPOBAHHO) PEIaTh 3811
bosbieit pasmeprocTn. OTMETHM TaKyKe OTCYTCTBHE OMPAHUYIEHUsT HEOTPHUIATETHHOCTH KO(DDUITHEHTOB
qutst padorst MBI B npunnnme, Bosmozkno kombunnposanue obenx cxem (cm. [6]).
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buaer 20

1 Cseaenne o3JIII K ogHopoaHOii cucreme ypaBHEHUII ¢ orpaHUmYeHHEM
x>0, x#0

I Yr1BepxKaeHue 7.5. 3amada JIII skBuBajeHTHA OUCKY HEOTPHUIATEILHONO HEHYJIEBOI'O PEIIEHUs OJI-
HOPO/IHOY CHUCTEMBbI JIMHEHHBIX YPaBHEHUN.

HokazarenbctBo. Ha ocnoBanun yreepxkaenust 4 03J1I1 cBomurces k mekoropoii cucreme JIH (¢ mesmbivu
K03 dUIIEHTAME) OTHOCUTETHHO BEKTOPA BEIECTBEHHBIX HEU3BECTHBIX Y:

Py=gq, y>0, (9)

IIycrs P — marpuna (K x (N —1)). Beemem napamerp R, MarKopupyIOIIHii KOOPUHATEL KAKOTO-TO pelle-
ung (9) (mo Teopeme o rpaHunax pemenuit), ecan cucrema (9) paspernma. Jlobasnm k (9) HepaBeHCTBO
(y,e) =y1+...+yn_1 <N f{, KOTOPOE IIPEBPATUM B PABCHCTBO C IIOMOIIBLIO JIOIOJHUTEIbHON IIepeMeHHON
yn: (0,e) =1 + ... +yv_1 +yny = NR, a (9) nepenmmercs kax [P|0]§ = ¢, § > 0. Teneps cuemaem
3aMeHy [epeMeHHbIX T = {J/ R u obosnatum P = N R[p |0] — [d]q| - - - |G]- Llpumem K omHOpOAHOIl cucTeMe
Pz = 0 ¢ 1000 HUTEILHBIME OrpaHudeHusMu T = (x1,...,xy) > 0, (zr,e) = N, 94T0 COOTBETCTBYeT CucTe-
ve Pr =0, >0, (z,€) >0 c pemenuamu-tydamu tz° V¢ > 0, 1060e U3 KOTOPBIX NEPECINTHIBACTCS B
perenue ucxoyuoit cucrempl. M

Bonpoc. Yro 3a permenus-ayan?

2 IIpumeHeHme MeToOJia JUHAMNYECKOTO MPOrpaMMUPOBAHUS JAJs ITOHU>KEHUS
Pa3MEPHOCTU PA3JIOKMMOI ONTUMU3AIMOHHON 3a1a4n

i Havasa pacCMOTPUM 3aJiady ONTUMU3AIINN, 3allMCAHHYIO B BU/IE

[ = min  f(z,y), € X CR", yecY(z) CR" (6)

g(z,y)eEr CR™

3nech £ Ha3BIBAETCST MHOXKECTBOM MEPMUHAALHOLL COCMOAHUT CACTEMBI 10 aCCOIUAINNA C JIMHAMU-
YeCKUMHU CHCTEMaMU YIpaBJICHHS, /I ONTUMU3AIUN KOTOPbIX ObLI0 m3o0pereno JIII. Hampumep, s
g=1(91,...,9m), eciiu orpanuyeHus 3aja49u 3a7aubl B hopme g;(z,y) <0 Vi=1,m, 1o & = R™.

[Iycrs f pasmoxuma (4), a g pasjensgema:
g(z,y) = ho(y, hi(z)), hi: R" = R™ hy: RF™ 5 R™,

torga BeejeM Vo, y E = hy(x), E' = hy(y, E) n Beraucisiem g kax g(z,y) = E'. Oynkuun hy, hy Ha3bI-
BalOTCA (pyHKyuAMU nepexoda, BekTopbl B, E' — cocmosmnusmu cucmemuvi. MHOKECTBO BCEX BO3MOMKHBIX
COCTOsIHMIT cucTeMbl 0bo3HavYaeTcsd € n HopMaIbHO 3a/1a€TCsl TaK:

1) €D h(X)={hi(z) x € X},
2) VE €D hi(X) {h2(y, E)lye Y(X)} C &

(MHO}KGCTBO B Ka49eCTBE apryMenTa o3Ha4daeT O6’be,ILI/IHeHI/Ie II0 BCEM aprymMeHTaM M3 3TOI'O MHO)KGCTB&).

Pacemorpum st (6) cemeiicTBo 3a/1a4 moncka

Fy(E) = i
»(E) N hﬁ{g)engz(y),

KOTOpble Hy»KHO permarh VE € £. Ilo Teopeme onTuMaibHOCTH
f*=min fi(z, F5(hy(x))).
zeX
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B pesymnbrare 3agada (6) cBesach K mocsenoBaTeabHOCTH |£] + 1 ONTHMHU3AIMOHHBIX 3a/ad MEHBIIel
Pa3MepHOCTH.

B merone /111 nannas mnporeypa NpuMeHsieTcsi PEKYPCUBHO K 3a/iade

F* = min flz, ... xy) (7)

g(z1,...,xn)EETCR™

JIJIS CBEJICHUS K CeMefCTBY OJIHOMEPHBIX 3a/a4 CJICYIONUM 00pa30M.

[Iycts f mociieioBaTeIbHO Pa3IOKUMA, T.€.

f(fE1, ce ,l‘n) = f1($1a f2($2a SR 7IN))7

f2($2,---7$n) = f2($2,f3($3,---,$n)),

fn—l(xn—ly xn) - fn—l(xn—h fn(l‘n»a

U Bce f; MOHOTOHHO He yOBIBAIOT 10 2-My apryMenTy. IlycTh ¢ mociefoBaTesIbHO pasjesdeMa,
re. 3 C R™, I dyskmun nepexoma hi, he, ..., h,: VYV € X = ®X; g(xr) = hu(x,, Epq),
En1=hn1(Tn_1,Bns),..., By = ho(w2,Ey), By = (1) m B; € € Vi=1,n—1.

Oboznaunm Vi = 2,n — 1, VE € & depes lAzz(xZ, Tit1y .-, Tp, F) OyHKIUIO, ONpe/iesisieMyto PEeKypPPEHTHO
pasencrBamu: B = hi(v;, E), B = hipi(vip1, EY), ..., B, = hy(vn, B _y) = hi(z, 201, ..., 200, ).
Bamernm, uro B ciaydae B = F; 11 hi(x;, 2, ..., 20, Eiq) = g(x) u E; = E; Vj > i. B crenannbix

0003HAYECHUAX CIIpaBEIJINBO 6038PAMHOE COOMHOWEHUE JTJIA OFpaHI/I‘{eHI/IfI

A~

hi<l’i, Ligly--- Ly, E) = }Ali+1($i+1, ey Iy, hl<l’“ E)) (8)

Torya 1o ompeie/reHIIO

A~

F* = min iz, folza, ... 20)),

z€X: ho (22, sn,hi1(z1))EET

1 110 TeopeMe OIITUMaJIbHOCTHU

F* = min fl(ll?l, Fg(h1<ﬂf1))), (9)
r1€X1
rie VE, € € Fy(Ey) = ~ min fg(xg, ey Tp) =
(22, yn): ha(z2,....xn,h1(x1))EET
(H3 (8)) = min f2(x27f3(x37"'7xn)) =

(22,0,n) ¢ B3 (23,000 ho (22,E1))EET

= IIZIéiQQ fa(x2, F3(ho(z2, E1)))

(mocsiestiee paBeHCTBO caeayer u3 (5) ¢ x = g, y = (x3,...,%y,)),
U T.JI., TT0JIarasi MEHUMYM II0 IIyCTOMY MHOYKECTBY PABHBIM —+00, HMEEM

A~

Fi(E) = min fi(@s, g, ..., 2,) Vi, E (10)

hi(zs,@i41, %0, E)EET
— ceMeiicTBO 3ajad, B Kotopoe “norpysum’ (7),

Fy(Ei—1) = min fi(z;, Fipa(hi(zi, Eio1))) VE 1 €€ (11)

TiEXG
— 6o3epammoe (Pynryuonasvroe) ypasrenue I Vi =2,n — 1,

F.(F) = min fo(zn). (12)

2n€Xn: hn(zn,E)EET
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Aneopumm I

VE € & sorancisem F,(F) u3 (12), mocrenosarensno Jyist i = n—1, ..., 2 oupenensem F;(E) 3 (11),(10),
sarem F* u3 (9).

Hues1o maros ajropur™a (pereHnii 3a/1a4 oJJHoMepHo MuHrMu3anuu) oyuer nopsiiaka n|E|. Takum obpa-
3om Metost T mmMeer cMbICsT TPUMEHSATH Jist 3a/1a9 ¢ He 09eHb GOJIBIMUM ducjoM cocrosuuii (|€] maio).
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buaer 21

1 Kiaaccudukanmda 3agav MaTeMaTHYecKoro nmporpaMmMupoBanus. [Ipenmymie-
CTBa BBIIIYKJIOTO CJIyYasi

Omnpenesienne. 3ajada MaTeMarnieckoro nporpamvuposanus (MIT) craBurest kax:

min f () (1)

zeX

3aech Tpebyercs naiitu argmin f(x) € Argmin f(x), Te.
reX reX

e X ={z" e X| f(z*) < f(z) Ve e X}, u f*= f(z") (2)

JTro6oit Takoit x* HaswbiBaercs pewernuem (1); f* — snavenue (1), wim onmumanvroe 3nauenue TEIEBOIT
dbyukiun f B 3amade (1), X — mmoorcecmeo ozparusenuts Wi donycmumoe MHONHCECMEO.

Sameuanwme. 3ajgaua JIII, kak u 3amgada munumuzanuun $yskiun Kapmapkapa, sBISeTCS YaCTHBIM
ciaydaeM 3ajaqau MII.

Omnpenenenne. Kiaccudukaius 3a1a9u ONTUMA3AINNA 3aBUCAT OT IIPUPOILI MHOXKeCTBa, X :
JIUCKpeTHble (KoMOMHATOPHBbIE) — X KOHEYHO WJIA CYETHO,

IeJIOYUCIICHHbIe — T; € Z,

6yseser — z; € {0,1},

BerecTBeHHble (HenpepbiBHBIE) — X C R™,

OecKOHEUYHOMEPHBIE WM B (DYHKIIMOHAJIBHOM ITPOCTPAHCTBE, HAIIPUMED, Korja X — IOIMHOKECTBO
ruJILOEpTOBA MpocTpancTBa Lo, U T.II.

Sameuanue. MbI Oy1emM paccMaTpuBaTh B OCHOBHOM 3aJa4l C BEIECTBEHHBIMU II€PEMEHHBIMM.

Omnpenenennme. MII ¢ nepemennbivi u3 R™ HasbiBaoTcs 3adauamu Mamemamuveckozo npo2pammu-

posanus (3MII).

Ounpegenenne. Eciu X C R", To roBopum o 3ajadue ycao6noti ontuvusanyuu (npu yeaosun © € X)),
nrade (X = R™) noaygyaem 3a1a4y 6€3ycA06HOU ONTUMUSAIIH.

Onpenenenne. Dynkuus [ HasbBacTcs 6unykaol na X, ecinm ee Hag-
rpaduk epigraphy f = {(z,y)| y > f(z), * € X} — BBIIyKIOe MHOKECTBO. .
DyHKIWMs, BBILYK/Ias Ha BCell 06JaCTH OLPE/ICICHHsT, HA3bIBACTCS BbILYKJION.
MHOKeCTBO Ha3BIBAETCS BLIIYKJIBIM, €CJIM BMECTE C JIIOOBIMU JBYMS CBOMMHU

TOYKaMMU OHO COJIEP2KUT OTPE3OK, UX COG,ILI/IHHIOHH/IIU/I. Bbinyknoe Hesbinyknoe
MHOXeCTBO MHOXEeCTBO

I YrBepxkaeHue 2. Jliobas TOYKa JIOKAJIHLHOTO MUHMMYMA BBITYKJIOH (DYHKIMHM ABJISIETCST TOYKOM ee
100/ TbHOI'O MUHUMYMaA.

Hokazaresbctso. [lycrs f(2°) > f(z*). Torma f(2°) > f(z) mas Beex Towek x momynntepsana (20, z*]
(o omp. BeIMykJIOil (yHKIMM), a 3HAYMT, U B HEKOTOPOiHl okpectHocTH z° — MPOTHBOpEYHE C OIp.
JIOKaJIbHOI'O MUHUMYMaA.

st perienus 3a/1a9 BBITYKJIOTO ITPOTPAMMUPOBAHUS ITPUMEHUM METOJ SJLIUIICOUIOB, IIPUYIEM B IVIAIKOM
cjaydae OTCeUYeHUEe IIOJIYJLIUIICOMAA HPOBOAUTCA HA OCHOBE I'DAJIMEHTA HEBBIIOJHEHHOI'O OI'DAHUYCHUHA
B ITOJIHO# aHajiorun ¢ ajgropurmoMm u3 §6. ITosromy 3azada moncka e-nmpubOJIMKEHHOTO PEIIeHUs 3a1a4n
BBIIIYKJIONO ITPOIPAMMUPOBAHUsT OKa3bIBAETCH IOJUHOMUAJILHO paspemumoii. s ocmpouix 3agad BbI-
IIyKJIOTO IIPOrPpaMMUPOBAHUsT — KOrJa (pYHKINA 11e/11 YObIBAeT B OKPECTHOCTH MHHUMYMa He MeJJIeHHee
HEKOTOPOI JIMHEHHON (PYHKITUN — MOYKHO ITOJIYIUTh U TOYHOE peIleHue.
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I YrBepxkaeaue 1. [IJIH oc SMII.

HoxkazareabcTBo. [lockobky 3aiada JIH aeisgerca gactabim ciaydaem 3agaqdn JII, To s cBejenns

LIJIH x 3MII moctaTodHo TpeacTaBUTh YCJIOBHE IEJIOYUCEHHOCTH ITEPEMEHHBIX B BUJE OTpaHIMIEHMI

(HepaBeHCTB) Ha BEIeCTBEHHbIE [IEPEMEHHbIE, YTO HETPY/IHO C/eJIaTh, HAPUMED, Tak: {z; € Z} SKBHBa-
.2

neurno {z; € R|sin®(7z;) < 0}.

2 lloamHOMMAJIBLHBINI AJITOPUTM OKDPYIJIEHUA El—HpI/I6JII/I}KeHHOI‘O pemennda Cu-
CTeMBbI JIMHENHBIX HepaBEeHCTB

1. Umes e-nmpubmmxennoe pemenne Ar < b (1) c e < g1 = 1/[(n+2)A(A)], MmoxkHO (HAa OCHOBAHHI
TeopeMbl 2, §5, cM. 6uster 16) ObITH yBEPEHHBIM B CYIECTBOBAHUN TOYHOIO DEIEHMs] CHCTEMbI JIMHEHHBIX
HepasercTs. OKasbBaTcs, Nporeaypa noaydennms 20 m3 2! apiderca noimHoMuaabHoit. CooTser-
CTBYIOIIUIN a.420pumM OKpY2AeHUA €1-TIPUOJINIKEHHOTO pereHrsi cucreMbl (1) 70 TOYHOrO ObUT yKas3aH
JI. I'. XaqusanoM 1 COCTOUT B CJIETYIOIIEM.

Omnpenenenne. Anzopumm okpyesenus — HNOJUHOMUAIBHBIA aJIrOPUTM, C IIOMOIIBIO KOTOPOI'O W3
81—HpI/I6JH/I)K€HHOFO pemennd MO2KHO IIOJIYIUTHb TOYHOE.

1 1

[Tpucoum z' := z°* u nogcrapum ' B (1). Pazobbem muoxkectso M = {1,...,m} UHJIEKCOB HEPABEHCTB
B CHCTEMe Ha JIBa MOJMHOKECTBA

M(a') ={i : [ai,2") = b <a},
MA\M (') ={i : (a;,2") —bi < —e1}
Haitnem pemenne z'! cucrembl paBeHCTB Apyr = by (cymectByer mo teopeme 2). Ilycrs x'' me
ABJIAETCsS TOYHBIM perienueM (1), T.e. B 'l He BBINOJHUIIOCH i-¢ HEPABEHCTBO JIA Kakoro-immbo i & M (z').
Torma BBeJieM MHOXKECTBO MHJIEKCOB HEBBINOMHEHHBbIX Hepasencts M = {i| (a;, z'') > b;} € M \ M(x!)
1 paccmoTpuM Ha orpeske [zl 2] 6mmkaiintyo K 2’ ToUKy, B KOTOPOIi ellie BBITIOHEHbI BCe HEPABEHCTEA
i i € MT (B 2! oHM BbIIOJIHEHBI ¢ £1-3a11aC0M). A UIMEHHO OIIpeJIe/ M

rsomin 2 (T) o iy 0 ()
iem+ {a;, x'") — (a;, ')’ ! iem+ {a;, ') — {(a;, 1)
u npucsonm z2 = (1 — 7)z! + 72"t Umeem M (x?) O M(z') U {i;}, ubo mepasencrsa ¢ uHIeKCaAMU

us M(z') &-npubaMKEHHO BBIOJIHAINCH KAK paBeHcTBa Ha Beem orpeske [z!, x''], a mepasencrso c
UHJEeKCOM 41 € M7, me BHIIONHEeHHOE B TOUKe x'!, BHIMONHAETCA B X° KaK PABEHCTBO IIO IIOCTPOCHHIO.
Taxum obpazom, M(z?) D M(z'), no |[M(x)| < m, nosroMy, IOBTOpAs yKa3aHHyIO IPOIELYPY C 3aMeHOit
z! ma 2% u v, npugem we Gostee YeM depe3 max(n,m) MIArOB K TOMy, ITO DENeHne &' COOTBETCTBYIOMEHt
cUCTeMbl paBeHCTB okazkercst ¥ — pemtenneM (1).

C y4ueroM moJTMHOMUAIBHOCTH 31291 PEIeHUsT CUCTeM YPaBHEHUN [TPE/IJIOZKEHHBI aITOPUTM OKPYTJICHHST
TIOJIMHOMUAJICH.
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buier 22

1 Heobxomumble YycCJIOBUSA JIOKAJbHOTO MHUHUMYMAa TPUA OTrPAHUYIECHUSTX-
HepaBeHCTBax i auddepenrnmpyeMbrx QyHKIIAI

Omnpenenenne. 3amaqua MII: ml)r(l f(z) (1)
Te
Omnpenenenne. X = {z € R"| g;(x) <0 Vie M} (3)

Onpenenenne. Dyuknus f HasbiBaerca dugdipepenyupyemoti no Adamapy B Touke x € R", ecim cy-
mecrByer BekTop V f(z) € R™, takoii uro Yy € R™ BbiosHeHO:

St ) — 1@
(7y")—=(+0,y) T

= (Vf(z),y).

J1s GecKoHeIHOMEPHBIX 3ajad, Korja f — ¢ynkmumonanr: E — RY, rie F mexoropoe dbyHKIHOHAILHOE
npoctpancTBo, Tpebyercs: V f(x) € E' nyst upocrpanctsa E', conpsizkentnoro Kk E, n x,y € E. B rnaakom
caydae V f(x) = gradf(x) u MOXKHO HOJIOKUTD 3 TOXKIECTBEHHO PABHBIM .

3ameuanue. D10 onpejesieHne He HyXKHO, JOCTATOYHO MOHUMATH, 9TO f mpocTo n-auddepeHimpyema.
A o Af 6ynem norumath pocto gradf.

Onpenenenune. Ilonsarue 6o3amoorcrozo wim donycmumozo HapaBaeHUs B TOUke © € X JId MHOXKe-
cTBa orpannyenuit X Kak Takoro sekropa y, g koroporo 370 >0 : x4+ 71y € X V7 € [0,7Y].

BaIVIbIKaHI/Ie MHOXKeCTBa BCEX ILOHYCTI/H\IBIX HaHpaBﬂeHI/Iﬁ B TOYKEe I JJId X JaeT OHpe;LeJIeHI/Ie HU>KE.
Onpegenienne. Konmunzenmmvim KOHYcoM K MHOXKeCTBY X B TOUKE I HA3LIBACTCA MHOMKECTBO BEK-
TOpPOB
KX, z)={y | H{(r,9")}:2, : (16,9") = (+0,y), z+7y' € X Vt}.

Bameuanwne. Ouesnano, 1 & ¢ X K(X,z) =@, a wia 2’ € intX, K(X,2')=R"

Onpepenenne. [Ing z € 0X B ciydae riaajkoit rpanuiel kKonyce K (X, ) Ha3biBaeTcst TaKKe KOHYCOM
KacameAvbHuT W COOTBETCTBYET KacaTeIbHBIM HAIlPaBICHUSIM I OTPpaHuIeHU-paBEHCTR.

| Teopema 9.1 (0bwuti 6U0 HEOOXOOUMBLT YCA08ULL AOKAALHOZ0 MUHUMYMAE 68 3adaye (1)).
IIycts dbyuxmusa f muddepenmupyema mo Agamapy, X C R", X # @, 2" — Touka JI0KaJIbLHOTO
vunmvyma f B 3agade (1), Torga Vy € K(X,2%) : (Vf(2),y) > 0.

JokazarenbcTBo. Bribepem y € K (X, 2%). JInsg cooTBeTCTBYIOMUX €My 110 OIp. KOHTUHICHTHOI'O KOHyCa
{7, y'} Bemosmeno z° + 7yt € X, u, mauunast ¢ gocrarouno Gosbmmoro t, z° + 7yt € X N 0. (2°) (6o
7, — 0), cejoBarenbho, no onpejenennio 1 f(z° + 7yt) > f(2°). B upenene nomyunm

f@ +1y) — f(2%) f@® +my') — f(2%)

lim = lim
(T,y’)—>(+0,y) T (Tt ’yt)—>(+07y) Tt

>0

9

1 TpebyemMoe COOTHOIIEHNE BRITEKAET U3 omp. auddepeHimpyemoii mo Agamape OyHKIAN.

Bameuanmne. O, (z") — sncunon okpectnoctsh ToukH 2P,

Comep:KaTeTbHO JAHHBIE YCJIOBUST O3HAYAIOT, UTO CPEIU JOIMYCTUMBIX HAIPABJIEHNN B TOYKE JIOKAJIHHOTO
MUHUMYMa He JIOJZKHO OBbITh HampaBjieHuil yObiBanus 1ejeoit pyukiuu (M. yreepxkierue 3 §8). OnHako
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B TaKOM O6HLGM Buae 9TUMU YyCJIOBUAMU Hey,ZLO6HO II0JIb30BaTHCA.

Konkperusupyem mostyueHHble yCI0BUs JJIsi OPPaHNYeHnii HepaBeHCTB, Korga X 3ajaercs dopmysoii (3).
Beenem Vr € X muoxecrso ungekcos J(x) = {i € M| g;(z) = 0} — axmusenuixr oeparuuerud B TOUKe ,
T.e. TAKUX HEPABEHCTB u3 (3), KOTOpbIe B 9TOf TOUKE BBIIOJHEHbI KAK paBeHCTBa. V1 ompeieimm MHOKECTBO
(koryc)

G(z) = {y e R"[ (Vyg;(2),y) <0 Vj e J(x)}.

Onpenesienne. MuoxkecTBo X JijIsl OrpaHUYEHUN HEPABEHCTB (3) HA3BIBACTCS PE2YAAPHOLLM 6 MOUKE
re X, eum G(z) C K(X,x).

I Teopema 9.2 (Heobxodumovie YCAOBUS AOKAABHO20 MUHUMYMA C 0ZPAHUMEHUAMYU HEPABEH-
cmeamu). Ilycrs dynkuuu f, g; Vi € M nuddepenmupyembr o Agamapy, X # 0, 2% — Touka

JoKabHoro Munumyma f B 3ajade (1),(3) u muoxkectso X perynsapuo B Touke z°. Torma

N >0 VLS f(2%) + Z 2igi(2°) 3 =0 (5)

jeJ(x0)

JokazarenbcTBo. [1o Teopeme 9.1 u u3 onpegesnenus peryiagproct X B 2 ciemyer, uto (V f(z%),y) > 0
Ui Beex Yy, yaosaerBopgiomux yeaosuio (Vg (z0),y) < 0 Vj € J(2Y). Bnadnr, no onpesenennio
3 §7, yuneitnoe nepasencteo (Vf(z%),y) > 0 sBasgerca clejcTBUeM CHCTEMbl JMHEHHBIX HEPABEHCTB
{{Vg;(2°),y) < 0 Vj € J(a°)}. IIpusens s1o mepasenctBo K crangapraomy Bumy (—V f(z°),y) < 0
u npumenus adunnyio jemmy Papkarra (§7), mosyaum, 9To

3N =0 0 =Vf(") = ) AV, u

jeJ(x0)

2 Wnpea meroma Kapmapkapa

I YrBepxkaenue 7.5. 3agada JIII skBuBa/ieHTHa MOWCKY HEOTPHUIATEHLHOTO HEHYJIEBOIO PENTeHUsI
OIIHOPOJHOM CUCTEMBbl JIMHEHHBIX ypPaBHCHUIA.

HoxkazareabcrBo. Ha ocroBanuu yreepxienus 4 03/II1 ceogurest kK Hekoropoit cucreme JIH (¢ membivn
K03 dUIIEHTAMI) OTHOCUTEHHO BEKTOPA BEIeCTBEHHBIX HEU3BECTHBIX Y:

Py=g, y>0, (9)

nyers P — marpuna (K x (N —1)). Beegem napamerp R, MaxKopupyIoliii KOOPIMHATE KAKOTO-TO Pellie-
nug (9) (1o Teopeme o rpanmiiax pemenuit), eciu cucrema (9) paspemuma. Jobasum K (9) nepasencTso
(y,e) =y1+...+yn1 < NR,

KOTOpO€  NpPEBpaTHM B PaBEHCTBO € TOMOINBIO  JIONIOJHHTEILHON — HMEPeMEeHHO# Yy
(,€) = 1+ ... + yn_1 + yv = NR, a (9) nepemmmmercs kax [P|0]§ = ¢, § > 0. Teneps cuena-
eM 3aMeHy mepeMeHHbIX T = §/R u obosmauum P = NR[P|0] — [g|d]...|d]. Tlpumem k ommopommoii
cucreme Pr = ( ¢ JIONOJHATE/ILHBIMU OrpaHudeHusaMu T = (z1,...,zy) > 0, (z,e) = N, uro coorser-
creyer cucreme Pr = 0, = > 0, (r,e) > 0 c pemenusamu-nrydamu tz° Vit > 0, mo6oe U3 KOTOPIX
MEePECINTHIBACTCS B PEIIEHUE NCXOIHON CHCTEMBI.
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2. Memod Kapmaprapa (N. Karmarkar, 1984 r.). Bocmosibsyemcst yrBepKienueM 5 u 0603HAUEHUSIMHI,
BBEJICHHBIME 1IpU €ro jokasaresabcrse. 1lyers p(x) = ((p1,2))? + ... + ((pk,2))?, tne p; — crpoku P.
Torga p(x) = 0 skeusanentao Pr = 0. Beemem gynruyuro Kapmaprapa

2)N/2
by = @]

T1To ... TN

[Tpumensist TeopeMy 2 u aIrOpUTM OKPYTJIEHHsI K 3ajade perrerns (9), MOXKHO MMOKa3aTh, YTO JIJIs TOYHOTO
ee pelleHus J0CTaToIHO HaliTu Takoit & > 0, mia koroporo k(z) < 1/[3(A(P))N] [3, c. 25-26].

Cokpamenne. Ilo cyru, ucnonbsyem Pr = 0, x > 0, “noptum* ncxoinyio QpyHKIHIO KBaJIpaTHIHONL
p(), cocrapngem dyHKIMIO KapKapKapa k(x) 1 MEHUMU3EpYeM yuKe ee B ycaosun z > (. Crporoe nepa-
BEHCTBO He JIACT HAM TOYHOI'O PeIeHUs, HO JIACT HaM &£1-IIPUOJIMZKEHHOe, KOTOPOe ITIOTOM IMOJTHHOMAJIBHO
MOXKHO cBecTH K TouHOMY. PyHKIMA k() MUHUMU3UPYETCS] UTEPAIMOHHBIME METOJAMHU (IPaIMeHTHBIM
wi Hpioronom).

[osmHOMUATIBHBIA AJITOPUTM ITOMCKA HY?KHOTO HPUOJIMKEHHOro & mpuBojuTes B |3, ¢. 26-28|, u Mbr
He OyzmeM ero ommcbiBaThb. OTMETHM TOJIBKO, UTO AHAJOTHYIHBIN aJTOPUTM MOYKET OBITh HOCTPOEH Ha
OCHOBaHWHU MpuMeHeHns Metojia Herorona (cMm. B pasn.3) K 3aiade MuHnMu3anuu GyHKIpn Kapmapkapa
win et momobubix. B pesyabraTe mosydaeM Iesblil KJIace MOJMHOMUAILHBIX ajaroputmos JIII, koropbie
Ha IPaKTHUKe OKa3bIBAIOTCA CPABHUMBIMHU C CHUMILIEKC-METOJOM, He HMes TeOPeTUYECKUX HeJ0CTATKOB
nocaeauero. [Ipesoxkennble ajJropuTMbl CTPOSATCA HA NPUHITUINAAILHO HOBOW uUjiee: HE JTUCKPETHOM,
a HenpepbIBHON TpakToBku 3astadn JIII, korma BmecTo mepebopa KOHEYHOTO HYHC/IA YIJIOBBIX TOYEK
OCYIIECTBJISIOT MOUCK PEIIeHNs] B MCXOJHOM IIPOCTPAHCTBE BEIECTBEHHBIX II€PEMEHHBIX, U TPaeKTOPUU
aJITOPUTMOB He IIPOXOJIAT 4Yepe3 YIJIOBble TOYKH. HalmoMHMM, 9TO MeTOJI JIINICOUIOB TaKyKe He OpHU-
E€HTUPYeTCs Ha YIJIOBble TOYKM MHOIOI'DAHHWKA OI'DaHMYeHUil. XapaKTepHO, YTO MMEHHO TaKON yXOJI
OT JINCKPETHOT'O TPOTPAMMUPOBAHUS IO3BOJIU MOCTPOUTH TOJMHOMHUAIbHBIE ajaropuTMmbl JIII. Ilosro-
My Jiajiee OYJIeT JIaH HEeKOTOPbIN 0030p OCHOBHBIX ITOJIXO/I0B K PEIIEHUIO HEITPEPBHIBHBIX 38/1a4 ONTUMUBAIUN.

Sameuanwue. Ecim 661 pedb Ij1a 0 HEIOCPEJICTBEHHOM IIOMCKe TOYHOTO perrenust 3agaqdn JII1 ykazaHHbI-
MH METOJIAMU, TO HEJIb3s ObLIO Obl TApAHTUPOBATH KOHEYHOIIAIOBOCTH (HE TO, YTO MOJTMHOMHUAILHOCTD)
COOTBETCTBYIOIIUX AJITOPUTMOB. JIJ1s X pUMEHEHUsI CYIIEeCTBEHHO SBJISIETCS BO3MOXKHOCTH OCTAHOBKU B
IPUOTMKEHHOM peITieHI: OJ1aroaps HaJ MU0 TOJTMHOMAAILHOTO aropuTMa oKpyrienus. Ho mockoabky
JUTst ero paboThl TpedyeTcst HavdaIbHOE MPUOJINKEHNEe U3 OIPeIeIEeHHO OKPECTHOCTH PEIeHNs, 3aBUCSIIEH
OT JIUHBI | WM BBICOTHI h, WK JUIMHBI BXoja L KoHkperHoit 3ajaqdn JIII, To m gumciao mrepanuii aaro-
PUTMOB, 6a3UPYIOMINXCS Ha pacCMaTPUBAEMOM IPUHIIMAIIE, 3aBUCUAT OT YHC/Ia IU(p B 3alMCH 3JIEMEHTOB
MaTpHIbl orpaHndennii. Tak 9TO He ymaeTcss UCIOJIb30BaTh JaHHYIO MJCI0 JJIsi ITOCTPOEHUsI CHJIHHOIIO-
JIMHOMUAJIBHBIX ajropuTmoB JIII, Kpome Kak B 9acTHBIX CIydasX OrPAHUIEHHOCTU JIEMEHTOB MATPHUIIHI
(Hampumep, B 3aJadax Ha rpadax u cersx, rae a;; = 0, £1).
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buaer 23

1 TIlonsiTue o peryjsipHOCTU OrpaHUYEeHUi-HEPABEHCTB B 3ajave MaTeMaTuyde-
CKOI'0 ITporpaMMUPOBaHUSA

B 6GesycsioBroit ontummszanuu (korja X = R™) cymecrTBeHHYO DPOJIb WD HAIPABJICHUS CITyCKA
(yObiBaHust 1esieBoit dbyHkImn). B yciaoBHOW onTuMmsanum, KpoMe yOBIBaHUs IeaeBOi (DYHKIMM, Tpe-
Oyercss OTC/IE2KUBATHL €Ille W HEBBIXOJI 3a orpanmdeHus. [losTomy BBOAMTCA TOHATHE 603MONHCHO20 WU
donycmumozo HaTIpaBjieHust B Touke r € X JIg MHOXKECTBa orpannderuit X Kak TakKoro BEKTOpa Y, I
kotoporo 3% > 0: x+ 7y € X Vr € [0,7°]. 3ambikanue MHOXkKeCTBa BCEX JOMYCTUMBIX HAIIDABJICHUIT B
TouKe x 771 X J1aeT CJIeIyloliee

Onpenenenne. Konmurnzenmuovim KOHYCOM K MHOKECTBY X B TOUYKE I HA3LIBACTCS MHOMKECTBO BEK-
TOPOB
K(X,2) ={y | H{(m, v} + (my') = (+0,y), z+7ny' € X Vi}.

Bameuannme. Ouesnyno, g & ¢ X K(X,2) =, a = 2’ € intX, K(X,2') =R"

Onpenenenne. /g z € 0X B ciydae riaajkoit rparuiel Konye K (X, x) Ha3bIBaeTcs TakKe KOHYCOM
KACAMEALHHT T COOTBETCTBYET KacaTeJbHBIM HaIlPABJIEHUAM JJI OIpaHUIeHNi-PaBEHCTB.

| Teopema 9.1 (06wuti 6ud HEOBLOOUMBT YCAOBUL AOKAALHO20 MUHUMYMA 6 3adave (1)).
IIycts dbyuxuusa f muddepennupyema no Amamapy, X C R*, X # @, 2° — Touka J0OKaJIbLHOIO

vunumyMa f B 3aade (1), Torma Vy € K(X, 2% @ (Vf(z°),y) > 0.

JokazaTesbcTBo. Bridepem y € K (X, 2%). JIjist cOOTBETCTBYIONMX eMy 10 OIlp. KOHTUHTEHTHOTO KOHYyCa
{7, y'} Bomosmeno ¥ + 1y' € X, u, mauunas ¢ gocrarouno Gospmoro t, z° + 7yt € X N 0. (2°) (6o
7 — 0), ciegoBarensro, 1o onpejenennto 1 f(z° + ryt) > f(2°). B npemene nomyanm

f@+1y) — f(2%) f@ +ny') — f(2)

lim = lim
(T’y/)*)(+07y) T (Ttvyt)*)(‘i’ozy) Tt

>0

Y

u TpebyemMoe COOTHOIIIEHNE BhITEKaeT u3 omp. auddepermupyemMoii mo Amamape QyHKIINN.

Bameuanue. O, (z2°) — sncunon okpecrrocetsh Touku .

Comep:KaTe/IbHO JAHHDbIE YCJIOBUSI O3HAYAIOT, UTO CPEIU JOIMYCTUMBIX HAIPABJIEHUN B TOYKE JIOKAJIHLHOTO
MUHUMYMa He JIOJIZKHO OBITh HAIIpaBJIeHUH yObIBaHuUs 1esieBoil pyHKuu (cM. yreepxienue 3 §8). Ograko
B TaKOM OOIIEM BHJIE STUMHU YCJIOBUIMU HEYIOOHO TOJTH30BATHCS.

Konkperusupyem mnosydeHHble yCI0BUs JJIsi OTPAaHNYeHNiT HepaBeHCTB, Korga X 3ajaercs dopmysoii (3).
Beenem Vo € X muoxecrso unyekcos J(x) = {i € M| g;(x) = 0} — axmusenux oepanuverui B TOUKe T,
T.€. TAKAX HEPABEHCTB U3 (3), KOTOPbIE B 9TOI TOYKE BBIIOJHEHBI KAK paBeHCTBa. V opemesimyM MHOKECTBO
(komyc)

G(z) = {y e R"[ (Vyg;(2),y) <0 Vj e J(x)}.

Ounpenesienne. MuoxkectBo X Jijisi OrpaHUYEHUN HEPABEHCTB (3) HA3BIBACTCS PE2YAAPHLLM 6 MOUKE
re X, ecm G(x) C K(X,x).

I TeopeMa 9.2 (H60611300'U,M’bl,€ ycaosus A0KAADBHO20 MUHUMYMA C 02PAHUHYEHUAMU HEPABEH-

cmeamu). Ilyers dynkuuu f, g; Vi € M muddepenmupyembr o Agamapy, X # 0, 2% — Touka
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JoKabHOro MunumyMa f B 3agade (1),(3) u muoxkecrso X perynspno B Touke x°. Torma

N >0 VLS fa) + Z 2igi(2°) $ =0 (5)

jeJ(x0)

JokazaTesbcTBo. 1o Teopeme 9.1 u us onpesenenus peryiasprocru X B x° caeuyer, uro (V f(z%),y) > 0
VI BCeX Yy, yaosaersopsomux yenomio (Vg;(2%),y) < 0 V5 € J(2Y). Buaunt, no onpenesnennio
3 §7, nmneitnoe nepasenctso (Vf(z°),y) > 0 gaBngercd ciejcTBUEM CHCTEMBI JIMHEHHBIX HEPABEHCTB
{{Vg;(a"),y) < 0 Vj € J(a°)}. llpuens 310 HepaBenctsBo K crangapraomy Buay (—Vf(z°),y) < 0
u npumenus abunnyio gemmy Paprama (§7), mosryaum, 9To

AN >0 0 =V = Y AV ]

jeJ ()
Taxum obpa3oM, JIId peryJgpHbIX OIPAaHMICHUN HEOOXOIMMBIM YCJIOBHEM JIOKAJTLHOIO MUHUMYMa, B TJIa/1-
Koii 3asade (1),(3) sBasgercsa pasercTso Hymo quddepenimana GyHKImN B GUIypHBIX CKOOKax B (5) st

XOTh Kakux-HubyJap A; > 0. HTobbl He 3almuchbiBaTh B ABHOM BHJE MHOXKECTBO aKTHBHBLIX OFpaHHYCHHIl,
BBOJAT hynryuro Jlaepanorca

LA x) = f(x) + Z Njgi(@) = f(z) + (A g(a”))

(perynsproit) 3amatu (1),(3), rae Bekrop-bynkims g(-) = (g;(+)| j € M). 113 Teopemsr 9.2 ciemyert, 4To pa-
BeHCcTBO Hyumo nuddepennnana dynxkmun Jlarpamxka g A; > 0 Takzke ABJdeTcs HEOOXOIUMbBIM yCIOBUEM
JIOKAJILHOIO MEHHMYyMa B peryisipHoii 3agate (1),(3), ubo mmoorcumenu Jlazpanotca \;, COOTBETCTBYIOIITE
HEAKTUBHBIM OIPpAaHMYEHMSM, MOXKHO B3Th paBHLIMU HYJIIO. Ilociieinee ycaoBue 3aliChiBaeTCa KaK

— 0 .
(A,9(")) =0 (6)
U Ha3BIBACTCS YCA0BUEM donoinAtouwets neacecmrocmu. tak, 1oka3ana
I Teopema 9.3 (npunuyun onmumasvrocmu Jlazpamotca). B npeanonoxkennsx TeopeMbr 9.2 st

sagaun (1),(3) cymectsyer HeoTpunaTe IbHbIN BeKTOp MHOKHUTeeil Jlarpanzxka A > 0, Taxoit, uto jua x°
BBITIOJIHEHBI yca06us onmumanvhocmu: Vi L(x% X) =0 u (6).

2 Omnucanuye MeToJa 3JIJIUIICONIOB

I Yrepxkaenue 1. [lomysmmncons £~ (g) smmmnconna £ MOXKHO MEJTUKOM 3aKTIOYATH B HOBBIA 9J1-
quncony, B, umeromuii o6beM, ¢Tporo MeHbIuii F,

volE'
volE

< 6—1/(2n+2)7 (*)

u B’ moxkno Beraucants 10 £ (g) 3a O(n?) apudmernveckux oneparmii.

IokazaresabcTBo. [lycrs E — epunuunbiii map ¢ nentpom B Touke 0: F = {z € R" : |jz]| < 1}, a
E~(g9) = En{x, > 0}. [Tomectum niearp E’' B Touky &' = (0, ...,0, %H), TOTJI
1
E'={a| (@i + ... + 2, 0)/F" + (20 — —7)"/a” < 1},

piea=1-1/(n+1) <e /0 52 =14 1/(n* — 1) < /00,
OTHomenne 06LeMOB paBHO TpousBedennio momyoceit af" ! < e V"2 orcrona momyuaem (x), m6o
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JIOOOM 3JIIMIICOU], MOXKHO IIPEBPATUTHL B IIap adUHHBIM IPeobpa3oBaHueM KOOPIUHAT, COXPAHSIOIIUM
o6beM. JleiicTBUTEIbHO, OY/IEM IPEJICTABSTh IIPOU3BOIbHBIN 3juicon; £ ¢ moMoIpo ero mneHTpa £ u
MaTpuisl () (n X n), 3agaomeit ykasannoe npeobpazosanne: E = {z| = { + Qy, |ly|| < 1}. Oboznaanm
n = QTq/||QT g, tne Bepxumit unmekc I — 3max TpaHcnonuposanus. Torga & u Q' npejcraBidoNAe
suumanicon); B/ MuHMMAaIbHOrO 06beMa, OlUCAHHbIA BOKPYT HoJIysJLunconia £~ (g), nepecanThiBaoTcs 110

dopmyiam
P 1 ;L n n—1 _
e —(n2—1){Q+(V—n+1 1)@m"}

3a O(n?) apudmeTnvecKux oneparuii.

Meto/, 3/15TMIICONI0B NOJIyYeHns c-TIpuomKeHHoro penteans o3JI11.

[TonoxkuM € := g9 = 1/(2n2A%). Beesiem MHOMKeCTBO e-pubuzkennbix pemennit o311 B mape pajuyca
R = n'2A ¢ nenrpom B 0:

X* = {a| (a,2) <bj4+¢ Yi=T,m, (c,x)>d" —e, |z|| <R}

BribepeM ykasaHHBII BBIIIE AP B KadeCcTBe HadaIbHOI uTepanun Jd samunconta £ D X7, Paccmorpum
[IPOU3BOJILHYIO UTEPAIIUIO.

[IpoBepsiem, sBisiercst u HeHTp & vjumnconga F e-upubam:keHHbIM pertenneM. Eciau 1ga, To ajaropurm
3aKaHIUBAET CBOIO paboTy, B MPOTUBHOM CJIydae CTPOMM 3JLIuIcous F' jisi ouepesiHoil nTepanun Kak
MUHUMAJIBHBIH 10 00beMy SJUTHIICOM/I, cofiepKaIuii mosysmmuincons, £~ (g), e BEKTOp ¢ ONpeessieTcs
caemyronm obpaszom. Tak xak & € X7, To smbo

19) F: {a;, &) > b; + ¢, u Trorga g := a;, 6O
2% (¢, &) <d*—emg:=—c.

Y6eaumcest, uto npu stoMm X* C E'. JleiicreuTesbio, i sapuanta 1°
Ve € X (ai,z) < b +¢e < (a;,§), re. X C En{x| (a;,x — &) <0} = E (a;) C E'; n anamorudno
HoIydnM s BapuanTa 2°

X:cEn{z| (e —& >0} =E (—¢)C F

Teneps ¢ F := E’ Bo3epaiaemcs K Haday ureparnuu (Ha HOBBII 1ar).

Onenum umesio urepanuii Meroga ssumnconos. [lokaxkem, uro X cojepxkur map pajuyca /2, rie
r=¢/(hn'?) < R, h>|ayl,|c;| (h evicoma 3adawu). Iycts x* — Tounoe pemenne B X, Us ||a* —z|| < r
cnemyer |(a;, x) — (as, %) < |lag|| [|[2* —z| < hn?r =& Vi€ M u |[{c,z)—(c,x*)| < ||c|| [|[#* —z| < hn'/?r,
T.e. YKa3aHHBIIl BBIOOD 7" FapaHTHPYeT, Y4TO BCe TaKue X Oy/LyT e-IPUOIMKEHHbIMU perteHusiMu. [TocKoIbKy
|z*|| < R, To MHOXKeCTBO TeX M3 pacCMaTpPUBAEMbIX T, JjIf KOTOPHIX ||z|| < R (T.e. mepecedenne mapos

pajuyca r 1 R, BKJIIOUYAIOIIee IEHTD TIePBOT0), COAEPKUT IIap pajuyca r/2. DTor map U IPUHAIJIeKUT
X7, Takum obpaszom, obbem X Gosbie 00beMa n-MepHOTro mapa pajauyca /2. 3HaunT, 00beM JIIUIICO-
1J1a, HOCTPOEHHOT'O TI0CJIeIHIM, HampuMep ¥ s k-it nrepanuy, He JOJIZKEH OKa3aThCs MEHbIIE 00beMa
sroro mapa. OTcoa 1 u3 yrBepxKaeHus 1 moaydaeM s k COOTHOIIEHUE

<L> L VOLXZ _ VOlEY  ijonsa)
2R — volE! — volE!

u3 Koroporo k (mo onpezenenuto 7, R, e, h u A) He npeBocxoauT

2n®In(Rnh/c) < 2n° In(2n*°A°) < 10n® In(nA)
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buiaer 24

1 Teopema o mesounciaeHnHoctTu penienus 3agaum JIII ¢ meabiMmu kKoadpunm-
€HTaMU JIJisl BIIOJIHE YHUMO/IYJISPHBIX MAaTPUI] OrPAHUYEHU N

[To-BuuMmomy, HamboJiee BazKHBIM KJIACCOM 3aJiad IUIobaIbHOM onTuMmusanuu sBjsorces 3agadau LTI
Otu 3agaun dopmynupyorcs Kak 3ajadn JIII ¢ gomosHUTEIbHBIM OrpaHUYEHUEM TEJI0YUNCICHHOCTH
nepeMeHHbIX. llocyeanee orpanndenne, KaKUMU ObI clIocOOaMU OT HETO HU MU30ABIATHCA, ‘TIOPTUT CBO-
CTBO BBIMyKJIOCTH (M mosmHOMuasbuocTw) 3adaan JII1. Hanpumep, BbIpasuB ycaoBue IEJOYHCIEHHOCTH
B (bopme orpaHWYeHMI HEPABEHCTB, PACCMOTPEHHON B JIOKa3aTelbCTBe yTBep:KjeHus 1 §8, m cHAB uX
MeTosIoM TTpadoB, HpUJIeM K 3ajade TVIOOAILHON OINTUMUBAINKA, UMEIOIEl He MEHbINe JIOKAJIbHBIX
9KCTPEMYMOB, YeM BapUAHTOB JIJIs TEJIOYUCIEHHBIX TlepeMeHHbIX B ucxoaHoit LIJIII. TTosromy na nmpakTuke
yraercs pemath 3aadn LIJIIT Tobko HEOOIBINON pa3sMepHOCTH UM ¢ OTPAHUYIEHUSIMA 11eJI0IUCIEHHOCTU
He Ha BCe, a JIUIIb HA HECKOJIBKO ITePEMEHHBIX.

CymeCTByeT YaCTHBIA KJIacc 3a/a4 I_LHH, B KOTODPBIX OI'PaHUYCHHE IIE€JIOYNCJIECHHOCTU OKa3bIBa€TCsd
HECYIIEeCTBEHHBIM.

Onpenenenune. Marpuiia Ha3bIBAETCS 6NOAHE YHUMOOYAAPHOT, €CTTU OIPEJIEINTEhb JII000H ee HeBbI-
POXKJIEHHOM KBaIpaTHON MOMATPHUIIHI PABEH IO MOJTYJTIO 1.

I YrBepxkaenue 11.1. FEciu marpuna orpanudenuit pazpemumoit 3agaan JIII ¢ nensimu kosdduru-
eHTaMU BIIOJIHEe YHUMOJYJISIDHA, TO y Hee CyILIeCTBYyeT I1eJI0UUCJIeHHOe PellleHue.

HoxkazarenabcTBo. OueBn/iHO U3 NPUHIUNA MPAHIIHLIX pernenuit (§5) n npasmra Kpamepa (cm. okasa-
TeJILCTBO TeopeMbl 1 §5).

I YrBepxkaenue 11.2. Marpuna A BrosiHe yHUMO/IyJ/IsIpDHA TOTJIA U TOJBKO TOT/A, KOT/a JJist JTF0O0TO
IeJIOUNCIEHHOTO BeKTopa b Bce BepmnHbl MHOTOTpaHHuKA Ar < b, x > () gBISIOTCS 11€JIOYUCTIEHHBIMA.

okazarenbcTBO. B 0jiHY CTOPOHY AHAJIOTUYHO TIPEJBIIYIINEMY, B JIDYI'YIO CTOPOHY CM. CCBLIKY B |2, C.
333].

Taxum obpazom, BIIOJHE YHUMOJYJIAPHBIMUA MATPUIIAMEA OTPAHUYECHUI B IPUHITUIIE OIPAHUINBACTCI KJIAaCC
sagada I, skeuBanenTunrx JIII u, ciemoBarenbho, pomyckaoomux 3ddextuBHoe pernerne. OTMeTHM,
9TO YKA3aHHBIN KJIACC, XOTs U IYPE3BbIUYANHO Y30K ¢ (hOPMAIBHON TOYKU 3peHus (dJ1eMeHTaMu MaTpuiibl A
MoryT ObiTh TOJIbKO 0, 1 1 -1, mpuaem o GosibIreit gactu (), COOTBETCTBYET JIOCTATOYHO IMTUPOKOMY KJIACCY
IPaKTUIECKUX 3a/a49 OIITUMU3allUU Ha Fpacbax n ceTdx (O,Z[HO- n JABYXIIPOAYKTOBBIEC C€THU, ABYAOJIbHbIC
rpadbl U T.IL.).

[IpuBesiem 6e3 J0Ka3aTE/NILCTBA €Ie OJTHO IOJIE3HOE YTBEPIKJICHHUE, MMO3BOJISIONIee B HEKOTOPBIX CJIydasdx
nostygarh npudsukennoe pemrenne LTI myTem permenns JITI.

I Yreepxkaenue 11.3. Eciu Bce j1eMeHTBI CUMILIEKC-TaOJUIBL ;5, b;, ¢; HaTypaJbHbIe YUCIa, TO [/
mro6oro perrennsa x° 3amaqan JIIT
max (¢, )
Azx<b, >0
Bekrop |7°], cocTaBeHHDIN M3 KOMIOHEHT Lx?], OyzeT JAOIyCTUMBIM B JIaHHOW 3asade. [Ipu srom jyis
petterust x* coorBercTBytomei 3aaadu [IJI11

Axgril,afezi e, )
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ouesnna onenka |(c, |2°]) — (¢, z*)| < (¢, 1).

yC.HOBI/Ie IIOJIO2KHUTEJIbHOCTH HNCXOJHBIX JaHHBIX BBIIIOJIHACTCA Jid HEKOTOPbLIX 3IKOHOMHUYECKHX 3a/la4.
Takoit ke pPe3yJabTaT MOXKHO TOJYYUTH I P/ MHOTOIPOJIYKTOBBIX MOTOKOBBIX 3aJlad HA CETAX U
JIPYTUX JIMHEHHBIX 33/1a9 MAKCHMU3AIUU C ITOJIOKUTEILHBIM €, B KOTOPBIX JIOIMYCTUMOE MHOYKECTBO BMECTe
¢ yoboft ToUKolM x cosiepxuT u Bee x' ¢ Kommonentamu z € [0, z;]. Opnako mouck x* mo |2°| mowxer
noTpeboBaTh nepebopa 2" BapUaHTOB OKPYTJIeHHS KOMIOHEHT 1.

K coxkanenmio, B obmeM ciaydae u mepebopa BceX BO3MOMKHBIX BapHAHTOB OKPYIJIEHUS KOMIIO-
HEHT pelienns HenpepbiBHON 3amaun JIII okaspiBaeTcsd HEIOCTATOYHO I IOJYYEHUs PEIIeHUS
LJIIT (mampumep, mpu n = 2, ecju IS IOJOXKUTEJIBHOIO ¢ PacCMOTPETh CHCTEMY OrpaHUIeHU
=921 + 10z < 0, —8x; + 102y < —1). Takum obpasom, nouck perrerns 1IJIIT moxker morpeboBaTh
OY€eHb OOJIBIITOTO Tepebopa MEeJOUNC/IEHHBIX TOYEK, 1 BOZHUKAET Ta ke, 9To u B §10, 3aa9a opranu3ammum
mepebopa ¢ IEeJIbI0 MOMBITATLCA ero COKPATHTD B CIydae He caMoil 11oxoit 3aadu. OHUM U3 JOCTATOTHO
YHOTPEOUTEHLHBIX METO/IOB TIepedopa 3/1eCh sBJIseTcs MeTo/T BeTBeil u rpanutl, koropsril s LIJIIT 6yxer
pacemorpen B 1.2. JIpyrue mMetoist cM. B [2,6].

Cchuika ObLJIA HA 3Ty Teopemy:

I Teopema 5.1 (o rpauuniax pertenuii). Eciau o3/II1 (2) pasmeprocru (n,m) ¢ neabiMu kKo3dbdu-
IEEeHTaMI pa3pelnMa, TO y Hee CyIIecTByeT paloHajibHoe pemtenne z* B mape ||z| < n'/2A([A]b]) n
saadenneM 03111 (2) d* = (c,x*) saBisgercd paloHAIBLHOE YHCIIO t/S €O 3HAMEHATEIEM, OrPAHIICHHBIM
sesmansaoit A(A).

HokazareabcTBo. Ha ocHoBannm mpuHnmna rpanndabix pemrennit 3A; C A: mo npasmiry Kpamepa
25| = |detAd /detA;| < A([A]b]), u6o |detA;| > 1, a ompenemurens marpurpr Al mogyuenmoi us A;
3aMEHOM j-ro cTos0na Ha by, He npesbimaer o Moayitio A([A|b]). Orcioga st eBKINIO0BONH HOPMBI *
noJrydaeM TpedyeMyto oneHky. C y4eToM HeJI09rCIeHHOCTH BEKTOPa ¢ 3HaMeHaTe/ b d* MOXKeT ObITh BHIOpaH
PaBHBIM 3HAMEHATETIO ¥ Vj, I 2-¢ yTBepz/IeHne TeopeMbl ceyeT u3 onpeenenus A(A) > |detA;|.

2 OrmneHKa CJIO>KHOCTH METOA SJIJINIICOMIOB MOMCKA £9-IIPUOJIN>KEHHOI'O pelile-
Hug o3J111.

Omnennm 4ncsio ureparmii Meroja sJmnconsioB. [lokaxkem, aro X comepkuT mmap pajuyca /2, rie
r=c¢/(hn'?) < R, h>layl,|c;| (h evcoma sadauu). lyers ¥ — Tounoe pemenne B8 X*. Uz ||z* —z|| < r
cenyet [{a;, x) —(a;, v°)| < |Jag|| [|[2* —=| < hn'/?r = ¢ Vi € M u [{c,z)—{c,z*)| < ||| ||z* —=|| < hn'/?r,
T.e. YKa3aHHBIIl BBIOOD I FapAHTUPYET, YTO BCEe TaKue & OyJIyT e-IpUb/IMKeHHbIMU pereHusMu. [[0CKoIbKY
|z*|| < R, TO MHOXKECTBO TeX M3 PACCMATPUBAECMBIX T, it KOTOPBIX ||| < R (T.e. mepecedenne mapos
pajumyca r u R, BKJIIOUaoIee MEHTP [EePBOro), COMEPXKUT Map pajuyca r/2. DToT map U MpUHAIJIEKUT
X?. Takmm obpasom, obbem X Gosbiie 00beMa n-MEpHOTO IMmapa pajuyca /2. 3HaduT, 00beM JIIHIICO-
/12, TIOCTPOEHHOTO MOCJeHuM, Hanpumep EF st k-it mTepanun, He JO/DKEH OKa3aThCsd MeHbIIe o0bema
sroro mapa. Orciona u u3 yrBepKieHus 1 mosydaeM Jisi k COOTHOIIEHHE

r\" _volX* volEF
(2R> = SolE! = volEt © €

u3 Koroporo k (1o onpegenenuto 7, R, e, h u A) He npeBocxoauT
2n? In(Rnh/e) < 2n? In(2n*°A®) < 10n? In(nA)
VIIPA2KHEHUE 6. Ouenurs no nopsiaky ourosyro miaunay L Bxoma o3JIII: nokasarb, uro L > O(In(nA)).
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I YrBepxkaenune. L > O(In(nA)).
okazareabcTBo. Paccmorpum mojipodbnee Bxos 3a1a4u 03111

a1 a2 ... Qip bl
921 A22 ... QA9pn bg
D= (3)
Ami Gm2 - Gmp  Om
c1 co ... ¢, O

B pemenun onmpaemcs Ha HEKOTOPOe IIpeodpa30BaHue YHCET;
P — nopmarpuria D, onienuM cBepxy det P:

|det P| < HZW < HH pi| + L) <

=1 j=1

OueBniHO, YTO YUCIO N B GUTOBOI JUIMHE BXOjia orpannyeHo [logy(n + 1)].

Beegem obosnadenus blen(x) — 6urosas qymna gucia x. Torma

> i i (blen(as; + L)) + Z (blen(b;) + L) + il (blen(c;) + L) + blen(n) =

= log, H H |aij| + L) + log, H(Ibz! + L) + logy | J(es| + L) +logy(n) =

=1 j=1 7=1

=log, | [T TT0asl +L)- Tl + L) - el + L) -n | =
k=1 k=1

—tog, (TT(ldsl + L) - n) = loga(An) = O(In(nA))

To ectp nomyunim L > O(In(nA)). W

CiieioBaTeIbHO, IUCJI0 HTepanuii Meroa smnconsos k < O(n?)L, u ¢ yuerom O(n? 4+ nm) apudmern-
YeCKUX Onepanuil Juis Kaxoi urepanun noayanm onenky O(n?(n 4+ m)L) nus uuciaa apudmernaecknx
olepanuii, JOCTATOYHOIO METO/LY SJIINIICOUIOB IIPU MOKUCKE Eo-IIPUOIIIzKeHHOr0 pentennst 03111 Anropurm
OKPYIVICHUSI E€9-IPUOJIMKCHHOIO PEIICHNs JI0 TOYHOIO 9TOH omeHKu He mopTtut (cM.[3, c. 21]). Moxno
TaK2Ke II0Ka3aTb, 9TO IIpHU peaJM3allldu METO/a SJIJIHUIICOUJI0B M aJI'OPUTMa OKDPYIJIEHHA BCE apHd)Me—
THUYECKHEe ONEPAIMH JIOCTATOYHO MPOBOJUTL € YUCIAME JIBOMIHON jyuHBI, orpanndennoit O(L). Ilpu
9TOM OIIMOKH, BO3HUKAIOIINE 38 CUeT KOHETHOCTH YUC/IA Pa3pAIoB (ONMOKH OKPYIVICHMUI ), MONIONAIOTC
IIyTeM HEKOTOPOI'O JIONOJIHUTEIBHOrO yBesmdenus (“pasayrus”) omucannoro sjummnconsia E' Ha Kaxioii
urepanuu |3, c. 24|, 4ro He BIMSET Ha HOPSAIOK OIEHKH JyIs oOIlIero wdmcia ureparumii. B pesyiasrare
BpPEMEHHas CJI0YKHOCTb TaKOi Iporeaypbl pemterus: o3/II1 okaspiBaeTcst mMoJMHOMOM OT JIJTMHBI BXOJa M
CIIpaBe/INBA

| Teopema 6.3. 3ajaqa JIII ¢ nenbivu kKodddunmerTaMu pa3penmMa 3a MOJTHHOMUATBLHOE OT JITHHBI
BXOJIa BpEM.

I VYrBepxkaenune 6.2. JIH € P (kak ciencrBue npebiyieil Teopemsl ).
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Tunmyaabie 3aa49n

KM - 3amada KOMMHBOZKEpa. 3aJaeTcd  MaTPHUIEH  CBA3HOCTH  MEXKJIY  TIOPOJAMHU.
D(KM) = {C, {d(ci,cj) €Ly | Ciy Cj € Ci< ]}, B e Z+}

Tunsr: muanvusanun, ontumusaruu (NP-hard), pacnosnasanus cgoiicts (NPC).

114 - 3a/la4a pacllo3HaBaHUd IIPOCTOTHI YHC/IA.
Tunsr: pacCiioO3HaBaHUA CBOIICTB

BBIII - 3aj1a1a BBITOJTHUMOCTH KOHBIOHKITUN KOHEYHOI'O 9HC/Ia N3 bIOHKTUBHBIX (DYHKIIN. 3a/1aeTcs
marpureit creneneit a € {—1,0,1}™ takux, uro 271 =7, 20 =0, 2! = 2 Ilocranoska:

K=nL v 2% KHO, 730 {0,1}" : K(2°) =1
Tunbr: pactiosnasanust coiicts (NPC)

BJIH - 3aja4a Oy/eBbl JinHeiiHble HepaBeHCTBa. 3ajgaeTcsa marpureit A € Z™*™, Bekrtopom b € Z" u
snadennsamu z € {0,1}™: Az <b.
Tuner: ontumusannn (NP-hard), pacnosnasanns csoiicts (NPC)

I[IJIH - 3aja4va o CyIiecTBOBAHUU IEJIOYUCJIEHHOIO PEIeHUsl CUCTEMbl JIUHEHHBIX HEPABEHCTB C Iie-
JbiMu Kodddurimentamu. 3ajiaercd marpureir A € Z"*™ . Bektopom b € Z" u 3HadeHuAMU T € Z™:
Az <b.

Tunsr: onrumuszaruu (NP-hard), pacniosnasanus coiicts (NPC)

3P - zazmaua o proksake. 3ajaeTcs 00bLEeMOM PIOK3aKa K, KOTHIeCTBOM Belleit 1, BEKTOPOM ¢ € 2
IIEHHOCTH Belleii, BeKTopoM w € Z7 obbeMa Bemeit i BekTopoM z € {0, 1}" - KJIacTh Bellb WM HeT.
Iocranoska: Y 5 ¢jz; > B, Y5 wjz; < K (B - MuAuMa/IbHas HOJIE3HOCTD).

Tunsr: MunnMusaiun, ontuMusanun (NP-hard), pacnosunasanus csoiicrs (NPC).

ZTLX’TTL

JIH - zajada jimmHeiinble HepaBeHcTBa. 3ajaercd Marpuiei A € BEKTOpPOM b € Z™ u 3Ha4yeHu-
)

amu ¢ € R™: Ax <b.
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\chapter{Билет 1}
\section{Определения: индивидуальной и массовой задачи, кодировки задачи,
алгоритма решения массовой задачи, временной сложности алгоритма.}
\DEF Массовая задача (проблема) $\Pi$ определяется:
\begin{enumerate}
  \item общим списком всех параметров задачи (свободных параметров, значения
    которых не заданы)
  \item формулировкой свойств, которым должен удовлетворять ответ (решение
    задачи).
\end{enumerate}

\DEF Индивидуальная задача $I \in \Pi$ - частный случай
массовой задачи $\Pi$ при конкретно заданных параметрах.\\

\DEF Множество $D$ - множество всех возможных значений параметров, заданных
первым пунктом определения $\Pi$.\\

\DEF Алгоритм $A$ решает массовую задачу $\Pi$, если для любой индивидуальной задачи
$I \in \Pi$ алгоритм $A$ \textit{применим} к $I$ (т.е. останавливается за конечное число
шагов) и \textit{дает решение} этой задачи $I$.\\

\DEF Схема кодирования (кодировка) задачи задается на некотором алфавите
$\Sigma = \{\sigma_i\}$, $\Sigma^*$ - все слова конечной длины в алфавите
$\Sigma$.\\

\DEF Длиной слова
$\sigma =\sigma_{i_1} \sigma_{i_2}\ldots \sigma_{i_n},
\ \sigma_{i_j} \in \Sigma \ \ \forall i_j$
называется число $n \in \N,\ n = |\sigma|$ - количество букв в слове.\\

\DEF Кодировкой задачи $\Pi$ называется такое отображение
$e\ :\ \Pi \rightarrow \Sigma^*$, которое любой индивидуальной задаче
$I \in \Pi$ ставит в соответствие ее код $e(I) = \sigma \in \Sigma^*$ и:
\begin{enumerate}
  \item Возможно однозначное декодирование --
    $\forall I_1 \not= I_2,\ e(I_1) \not= e(I_2)$
  \item $e,\ e^{-1}$ полиномиально вычислимы -- $\exists A$ - алгоритм,
    реализующий $e,\ e^{-1}$ и полином $p(\cdot)$, для которого
    $\forall I \in \Pi$ время определения $e(I)$ и $e^{-1}(e(I))$ не превосходит
    $p(|e(I)|)$.

  \item Кодировка неизбыточна -- для любой другой кодировки $e'$, удовлетворяющей
    1 и 2 найдется полином $p'(\cdot )$ такой, что
    $\forall I\in \Pi,\ |e(I)| < p'(|e'(I)|)$.\\
    Например $|e(I)| = \log_2(I),\ |e'(I)| = \log_{10}(I)$, понятно, что
    $\log_{10} < \log_2$, но $\exists p'(x) = 10 \cdot x$ и тогда
    $|e(I)| < p'(|e'(I)|),\ \forall I \in \Pi$.
\end{enumerate}

\DEF Обозначим $t_A(\sigma)$ время
работы над словом $\sigma \in \Sigma ^*\ $ (число шагов) алгоритма $A$ до
остановки.
\textit{Временной сложностью} алгоритма $A$ решения массовой
задачи $\Pi$ назовем функцию $T_A(\cdot )$, определяемую как
$$
  T_A(n) = \max_{\sigma \in \Sigma^{*}\ :\ |\sigma| < n }
  t_A(\sigma) \ \ \ \forall n\in \Zp
$$


\section{Формула градиентного метода в задаче безусловной минимизации.}

% Эти страницы должны соответствовать ее методичке
% но этих методичек столько, что я уже не помню, какой из них
% соотв. эти номера, так что оставлю их скрытыми :/
%\textbf{Страница 41 (56)}\\

Общими методами локальной оптимизации (для произвольного, не
обязательно выпуклого, случая) являются \textit{методы локального спуска}.\\

\DEF Вектор $h\in{\R^n}$ называется \textit{направлением убывания}
функции $f$ в точке $x$, если $f(x+\alpha h)<f(x)$ для всех достаточно малых
$\alpha >0$.\\

\STM[3] Пусть $f$ дифференцируема в точке $x$.
Тогда, если $\langle\text{grad}f(x),h\rangle<0$, то $h$ --- направление убывания
функции $f$ в точке $x$, а если $h$ --- направление убывания функции
$f$ в точке $x$, то $\langle \text{grad}f(x),h\rangle\leq 0$.\\

\textbf{Доказательство.} Из условия дифференцируемости $f$ имеем для
достаточно малых $\alpha>0$: \
$f(x+\alpha h)-f(x)=\langle\text{grad}f(x),\alpha h\rangle+o(\alpha)
=\alpha\{\langle\text{grad}f(x),h\rangle+o(\alpha)/\alpha\}$.
Очевидно, последняя добавка не изменит знака выражения в фигурных скобках,
если скалярное произведение строго отрицательно или строго положительно.
Отсюда автоматически вытекает требуемое утверждение. ~~\qed\\

\textbf{Замечание.} Направление локального убывания дифференцируемой функции
должно составлять острый угол с ее градиентов, который является наилучшим
направлением убывания.\\

\DEF Точка $x$ называется \textit{стационарной точкой}, если $\grad f(x) = 0$.\\

Отметим, что в условной оптимизации равенство нулю
градиента уже не является необходимым условием минимума. Но в более простом случае
$X=\R^n$ можно, двигаясь небольшими шагами в направлении антиградиента функции $f$
в текущей точке, прийти в стационарную точку, как
правило, локального минимума. Так мы получаем идею
\textit{градиентного метода безусловной минимизации}\\

\DEF \textit{Формула градиентного метода безусловной минимизации} задается
итеративной процедурой
$$
x^{t+1}=x^t-\alpha_t\text{grad} f(x^t),\
\ t=1,2,\ldots,\ \ \forall x^1\in {\R^n}.
$$

\DEF Параметр $\alpha_t$ называется \textit{шаговым множителем} и может выбираться,
исходя из различных соображений, разными способами.

Способы выбора шагового множителя:
\begin{enumerate}
  \item \textit{Пассивные способы} --- $\{\alpha_t\}$ выбирается заранее.
    \begin{itemize}[noitemsep,topsep=0pt]
      \item Постоянный шаг --- $\alpha_t=\alpha_0$ для достаточно малых $\alpha_0$.
      \item Убывающий шаг (если $\alpha_0$ не известно или при наличии помех)\\
        $\alpha_t\downarrow 0$, ~~$\sum\alpha_t=\infty$ (то есть ряд расходится),
        $\sum\alpha^2_t<\infty$,~~
        например $\alpha_t=1/t$.
    \end{itemize}

  \item \textit{Адаптивные способы} --- $\{\alpha_t\}$ зависит от
    реализующейся $\{x^t\}$.
    \begin{itemize}[noitemsep,topsep=0pt]
      \item Метод скорейшего спуска ---
        $\alpha_t\in\text{Arg}\min_{\alpha>0}f(x^t-\alpha\,\grad f(x^t)).$
      \item Метод дробления шага (деления пополам) --- если $f(x^{t+1})>f(x^t)$, то возврат к
        $t$-й итерации с $\alpha_t:=\alpha_t/2$. (Возможно и увеличение шага
        при стабильном убывании $f$, т.е. приближенный скорейший спуск.)
      \item Правило Армихо --- путем дробления шага добиваемся для $\alpha_t$ выполнения
        условия
        $$
          f(x^t-\alpha_t\,\grad f(x^t)) - f(x^t) \le
          -\eps \, \alpha_t \, \mea{\grad f(x^t)}^2
        $$
    \end{itemize}
\end{enumerate}

{\small
В общем случае дифференцируемой, ограниченной снизу $f$ можно получить
сходимость градиентного метода к множеству стационарных точек, а при
дополнительных предположениях доказывается (за исключением варианта с убывающим
шагом) \textit{линейная скорость сходимости}, которая в выпуклых задачах означает
~$\mea{x^{t+1} - x^*} \le q \, \mea{x^t - x^*}$ для некоторого $0<q<1$.\\

Указанная линейная оценка объясняется тем, что в процессе минимизации
градиентным методом используется линейная аппроксимация целевой функции на
каждом шаге. Более высокую скорость сходимости получают для методов, основанных
на квадратичной аппроксимации, в предположении дважды дифференцируемости $f$.
Типичным примером здесь является \textit{метод Ньютона}.
}

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
\chapter{Билет 2}
\section{Задачи распознавания свойств. Классы Р и NР.}
\DEF Массовая задача $\Pi$ где второй пункт формулировки определяется как\\
\indent~~~ 2. Допускается только два ответа - \textit{ДА} и \textit{НЕТ},\\
называется \textit{задачей распознавания свойств}.\\

\DEF Решением индивидуальной задачи $I \in \Pi$ распознавания свойств является
правильное распознавание, принадлежит ли она к задачам с ответом \textit{ДА}.\\

Практически не ограничивает класс решаемых задач.
Любая задача минимизации может быть представлена в виде задачи распознавания
свойств. Для этого необходимо ввести еще один параметр $B$, который будет определять
значение \textit{оптимума}.\\

\textbf{Пример:} существует ли маршрут длины, не превышающий $B$?\\

\DEF Алгоритм $A$ решения массовой задачи $\Pi$ в формулировке
распознавания свойств -- ДМТ (детерминированная машина Тьюринга) с входным
алфавитом $\Sigma$ и конечными состояниями $q_Y$ (\textit{ДА}) и $q_N$
(\textit{НЕТ}).\\

\DEF Язык массовой задачи $\Pi$ в формулировке распознавания свойств с кодировкой $e$
- множество всех слов каждой правильной индивидуальной задачи $I \in Y(\Pi)$:
$$
  L(\Pi, e) = e(Y(\Pi)) =
  \{
    \sigma \in \Sigma^*\ |\ \Sigma - \text{алфавит}\ e,\ \sigma = e(I),\ I \in Y(\Pi)
  \}
$$
($Y$ - множество тех индивидуальных задач, ответ на которых - \textit{ДА}).\\

\DEF Языком алгоритма $A$ называется множество принимаемых алфавитом слов (с
которыми на входе $A$ останавливается в состоянии $q_Y$):
$L(A) = \{
    \sigma \in \Sigma^*\ |\ \Sigma - \text{алфавит}\ A,\ \text{и}\ A(\sigma) = q_Y
  \}$\\

\DEF Алгоритм $A$ \textit{решает} массовую задачу $\Pi$ в формулировке
распознавания свойств с кодировкой $e$, если
$L(A) = L(\Pi, e)$ (язык алгоритма совпадает с языком массовой задачи) и
$\forall \sigma \in \Sigma ^*,\ A$ останавливается.\\

\DEF \textit{Класс полиномиально разрешимых задач} $\P$:\\
$\P \doteq \{
  L(\Pi, e)\ |\ \exists A\ \text{решающий}\ \Pi\ \text{с кодировкой}\ e,
  \exists p(\cdot) \text{-- полином}\ :\
  T_A(n) < p(n)\ \ \forall n \in \Zp
\}.$\\

\DEF Задача $\Pi$ называется \textit{полиномиально разрешимой},
если $\exists e$ - кодировка такая, что $L(\Pi, e) \in \P$.
Будем писать $\Pi \in \P$.\\

\textbf{Замечание.} Определение классов идет для \underline{языков}, а не задач.
Задачи принадлежат некоторым языкам.

\textbf{Замечание.} Класс $\P$ относиться \underline{только} к задачам
распознавания свойств (имеется ввиду, что для других задач мы не можем писать
$\Pi \in \P$, хоть существуют полиномиальные задачи не в формулировке
распознавания свойств).

\textbf{Замечание.} Существуют задачи, для которых доказана их
неполиномиальность: 1) алгоритмически неразрешимые; 2) с записью решения, длина
которого превосходит полином; 3) с временной сложностью больше полинома.\\

\textbf{Пример:} полиномиальной считается задача распознавания четности целого
числа.\\

\DEF \textit{Недетерминированной машиной Тьюринга (НДМТ)} $\hat{A}$ определяется
как набор обычных -- детерминированных -- машин Тьюринга (ДМТ) $A(S)$ с
алфавитом $\Sigma$, где $S$ пробегает все слова из $\Sigma^{*}$:
$$\hat{A} = \{A(S)\}_{S\in\Sigma^{*}}$$

\textbf{Замечание.} Слова $S$ в определении НДМТ можно проинтерпретировать как подсказки к
решению (догадки), тогда ДМТ $A(S)$ проверяет для входного слова $\sigma$
подсказку $S$ и в случае правильности останавливается в состоянии ДА. НДМТ
$\hat A$ проверяет для входного слова $\sigma$ все возможные подсказки, и если
хоть одна правильная догадка существует, то НДМТ останавливается с ответом ДА.\\

\textbf{Замечание.} проверить решимость задачи с подсказкой на НДМТ можно за
полином времени (длина подсказки тоже должна не превосходить полинома от длины
входа).\\

\DEF НДМТ $\hat{A}$ останавливается, когда останавливается первая из ДМТ $A(S)$,
принимающая входное слово (останавливается в состоянии ДА).

\DEF Язык НДМТ - множество слов, принимаемых хотя бы одной ДМТ
$A(S) \in \hat{A}$:
$$
  \hat{L}(\hat{A}) = \{
    \sigma \in \Sigma^{*}\ |\ \exists S \in \Sigma^{*} :
    \sigma \in L(A(S))
  \}
$$

\textbf{Замечание.} НДМТ \underline{не может} остановиться с ответом НЕТ (она будет работать
вечно).\\

\DEF НДМТ $\hat{A}$ решает массовую задачу $\Pi$ с кодировкой $e$, если их
языки совпадают: $L(\Pi, e) = \hat{L}(\hat{A})$.\\

\DEF Время работы НДМТ над словом $\sigma$ как минимальное из времен работы над
входом $\sigma$ ДМТ $A(S)$, принимающих $\sigma$ с учетом времени прочтения
слова $S$ (т.е. его длины).
$$
  \hat t_{\hat A} (\sigma) =
    \min_{\{S\ |\ \sigma\in L_{A(S)}\}} \{ |S| + t_{A(S)} (\sigma)
    \}.
$$

\DEF Временной сложностью НДМТ $\hat A$ решения массовой задачи $\Pi$ назовем функцию
$\hat T_{\hat A}(\cdot):\ \ \forall n \in \Zp$
$$
  \hat T_{\hat A}(n) =
  \max_{ \sigma \in \hat L(\hat A)\ :\ |\sigma| < n }
    \hat t_{\hat A}(\sigma) =
  \max_{\{\sigma \in \hat L(\hat A)\ :\ | \sigma| < n \}}
    \min_{\{S\ |\ \sigma\in L_{A(S)}\}}
    \{|S| + t_{A(S)} (\sigma)\}
$$

\DEF \textit{Класс недетерминированных полиномиальных задач} $\NP$:
такие языки, для которых существует НДМТ решающая задачу $\Pi$ с кодировкой $e$,
что временная сложность этой НДМТ будет полиномом от любой
длины входы нашей задачи:
$$
\NP = \{
  L(\Pi, e)\ |\ \exists \hat A \text{ - НДМТ, реш. задачи $\Pi$ с
  кодировкой $e$},\ \exists p(\cdot) \text{ - полином}\ :\
  \hat T_{\hat A} < p(n)\ \forall n \in \Zp
\}
$$

\DEF Недетерминированной задачей называется такая задача $\Pi$, если для нее
существует такая кодировка $e$, что $L(\Pi, e) \in \NP$. Будем писать
$\Pi \in \NP$.\\

\STM[1] $\P \subseteq \NP$.\\
\textbf{Замечание.} доказать, что включение строгое/не строгое невозможно.\\
\textbf{Замечание.} Задача, для которой можно доказать, что она не
полиномиально, можно доказать, что она и не из $\NP$. Если же задача из класса
$\NP$, то доказать, что она не полиномальна нельзя.\\

\textbf{Пример:} Недетерминированной полиномиальной задачей является КМ, т.к.
проверить догадку (маршрут) можно за полином времени.\\

\DEF Дополнительной задачей $\overline{\Pi}$ к массовой задаче $\Pi$
распознавания свойств называется такая задача, которая задает обратный вопрос,
нежели $\Pi$. Формально: $D(\overline\Pi) = D(\Pi),\ Y(\overline\Pi) \setminus Y(\Pi)$.

\DEF \textbf{co-}$\P = \{ \overline{\Pi}\ |\ \Pi \in \P\}$.\\
\DEF \textbf{co-}$\NP = \{ \overline{\Pi}\ |\ \Pi \in \NP\}$\\

\STM[2] \textbf{co-}$\P = \P$.

\textbf{Замечание.} аналогичного утверждения про \textbf{co-}$\NP$ и $\NP$ дать
нельзя.

\section{Формула метода Ньютона в задаче безусловной минимизации}

%\textbf{Страница 43 (58)}\\

Для задач условной минимизации, например
$\min\limits_{x\in[1,2]}x^2$ предложенные методы нуждаются в модификации.
В частности, для приведенного
примера, когда множество $X$ имеет достаточно простую структуру, указанные выше
формулы совмещаются с процедурой проектирования на $X$ на каждом шаге метода.
Так приходим к методу {\it проекции градиента}
$$
x^{t+1} = \text{Pr}_X\{x^t-\alpha_t \grad f(x^t)\},\ \ t=1,2,\ldots,~~
\forall x^1 \in \R^n
$$


Пусть $f\in{\bf C^2}({\R^n})$, разложим функцию $f$ в ряд Тейлора в
окрестности текущей точки $x^t$:
$$f(x)-f(x^t)=\langle \text{grad} f(x^t), x-x^t\rangle +
\frac{1}{2}\langle f''(x^t)(x-x^t), x-x^t\rangle + o(\mea{x-x^t}^2).$$
Выберем $x^{t+1}$ из условия минимизации квадратичной
аппроксимации $f(x)$ в точке $x^t$, т.е. квадратичной части приращения
$f(x)-f(x^t)$, получим метод Ньютона:
$$
x^{t+1} = x^t-(f''(x^t))^{-1} \cdot \grad f(x^t),\ \ t = 1,2,\ldots
$$
где начальное приближение $x^1$ должно
находиться достаточно близко к точке оптимума $x^*$. В таком
случае (и при дополнительных предположениях, более сильных, чем
для приведенной ранее оценки скорости сходимости градиентного
метода) для метода Ньютона будет справедлива \textit{квадратичная
скорость сходимости}
$$
\mea{x^{t+1} - x^*} \le
Q\mea{x^t - x^*}^2, ~~\text{т.е.}~~
\mea{x^{t+1} - x^*} \le
\frac{1}{Q}(Q\mea{x^1 - x^*})^{2^t}
$$
что
предполагает $\mea{x^1 - x^*}<1/Q$ (оценку для $Q$ см.,
например, в [5, с.~192]). Еще раз подчеркнем, что градиентный
метод в отличие от ньютоновского сходится при любом начальном
приближении. Из определения метода Ньютона также следует
требование невырожденности матрицы вторых производных (гессиана)
функции $f$.\\

Нетрудно видеть, что полученная формула метода Ньютона решения задач
безусловной минимизации совпадает с формулой метода Ньютона решения системы
уравнений $\grad f(x)=0$, соответствующей необходимым условиям экстремума.

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
\chapter{Билет 3}
\section{Теорема об экспоненциальной временной оценке для задач из класса NР}

\THM{1.1} Для любой недетерминированно полиномиальной задачи
существует ДМТ, решающая ее с экспоненциальной временной
сложностью, т.е. $\forall \Pi \in \NP\ \exists p(\cdot)$
--- полином --- и ДМТ $A$:

\begin{center}
$A$ решает $\Pi$ и $T_{A}(n) < 2^{p(n)}\ \ \forall n \in \Zp.$
\end{center}

\textbf{Доказательство.} Так как $\Pi \in \NP$, то для любого
слова $\sigma$ из языка задачи $\Pi$ (то есть для всех слов, для которых ответ
на задачу ДА) существует правильная догадка $S$
полиномиальной длины: $|S| < p_1(|\sigma|),\ p_1(\cdot)$ --- полином,
и существует ДМТ
$A(S):\ t_{A(S)}(\sigma) < p_2(|\sigma|), \ \ p_2(\cdot)$ --- полином.

Построим ДМТ $A$, которая работает над любым
входным словом $\sigma \in \Sigma^{*}$ (с любой индивидуальной задачей
$I \in \Pi$) следующим образом: рассматриваются все слова $S$ из $\Sigma^{*}$ длины
меньше $p_1(|\sigma|)$ и делается не более $p_2(|\sigma|)$ шагов с каждой
ДМТ $A(S)$. Если очередная ДМТ останавливается в состоянии $q_Y$ (т.е.
соответствующая догадка оказалась правильной), считаем слово $\sigma$ принятым и
работу ДМТ $A$ законченной; если ни одна из ДМТ $A(S)$ не
остановилась за отведенное время или остановилась в состоянии $q_N$, то
заканчиваем работу ДМТ $A$ и приписываем ей конечное состояние $q_N$. В
последнем случае ДМТ $A$ делает наибольшее число шагов, и это число меньше
$p_2(|\sigma|)\cdot |\Sigma|^{p_1(|\sigma|)}$ (второй
сомножитель равен числу проверяемых догадок, $|\Sigma|$ ---
число символов в алфавите $\Sigma$). Отсюда следует утверждение теоремы. \qed

\textbf{Замечание.} оценка в конце приводится следующим образом
{\large$$
  p_2(|\sigma|) \cdot |\Sigma|^{p_1(|\sigma|)} ~=~
  2^{\log_2\left( p_2(|\sigma|) \cdot |\Sigma|^{p_1(|\sigma|)} \right)} ~=~
  2^{\log_2\ p_2(|\sigma|)} \cdot 2^{p_1(|\sigma|) \log_2 |\Sigma|} ~\sim~
  2^{p(|\sigma|)} ~\sim~
  2^{p(n)}
$$}

\section{Идея метода штрафов}
%\textbf{Страница 44 (59)}\\

Для задач условной минимизации, например
~~$\min\limits_{x\in[1,2]}x^2$~~
предложенные методы (град. спуска и Ньютона) нуждаются в модификации.
В частности, для приведенного
примера, когда множество $X$ имеет достаточно простую структуру, указанные выше
формулы совмещаются с процедурой проектирования на $X$ на каждом шаге метода.
Так приходим к методу {\it проекции градиента}
$$
x^{t+1} = \text{Pr}_X\{x^t-\alpha_t \grad f(x^t)\},\ \ t=1,2,\ldots,~~
\forall x^1 \in \R^n
$$
То есть делаем шаг градиентным методом, смотрим -- выходит ли он за
наши ограничения, и если он вышел за ограничения, то берем проекцию этой
(``вылетевшей``) точки $x_c$ на наше множество как
$\min_{x \in X} \mea{x - x_c^{t+1}}$. Работает, если проекцию найти просто (что
не всегда так).\\

Для более сложных множеств $X$, допустим, задаваемых
ограничениями неравенствами
$$X\doteq \{x\in{\R^n}\vert\ g_i(x)\leq 0\ \ \forall i\in M\}, \eqno(3)$$
универсальным способом освобождения от ограничений является их штрафование. А
именно для достаточно большой константы $C>0$ вместо задачи условной
минимизации (1),(3) рассматривают задачу безусловной минимизации оштрафованной
целевой функции
$$
\min_{x \in \R^n}\left\{ f(x)+C\sum_{i\in M}[g_i^+(x)]^p \right\},
~~\text{где}~~
\sum_{i\in M}[g_i^+(x)]^p\ -
$$
это \textit{функция штрафа (штрафная функция)} для ограничений неравенств,
$g^+(\cdot)\doteq \max[0,g(\cdot)]$ --- \textit{срезка} $g$, параметр штрафа $p\geq 1$.
(Другие виды функций штрафа см. в [4,5].) В условиях непрерывности функций
$f,\ g_i$,
непустоты $X$ и ограниченности множества Лебега функции $f$ можно доказать,
что с ростом константы штрафа
$$
\lim_{C\uparrow\infty}\min_{x\in{\R^n}}\{
  f(x)+C\sum_{i\in M}[g_i^+(x)]^p
\} = f^* \eqno (4)
$$
Если $p=1$ (функция-срезка и, следовательно, штрафная функция является острой),
то $\exists C^*:\ \ \min\{f(x)+C^*\sum_{i\in M}g_i^+(x)\}=f^*$
(существует \textit{точный штраф}).
Однако при $p>1$ --- \textit{гладкий штраф} \ подобное равенство означало бы
несущественность ограничений $x\in X$ (точка безусловного минимума и так
находится в $X$).\\

Нельзя свести безусловную к минимизации для гладкого штрафа, но (4) позволяет
итеративно комбинировать метод штрафов и градиентный методов:
$ \ \forall x^1\in \R^n$
$$x^{t+1}=x^t-\alpha_t\{\grad f(x^t)+C_tp\sum_{i\in M}[g_i^+(x^t)]^{p-1}
\grad g_i(x^t)\},\ \ t=1,2,\ldots,$$
Эта процедура сходится при определенных соотношениях между $\{\alpha_t\}$ и $\{C_t\}$,
в частности для убывающего шага при $\sum\alpha_t^2C_t^2<\infty$ (например,
$\alpha_t=1/t,\ \ C_t<\sqrt t$).\\

Это был \textit{внешний штраф}. Для гладкого случая он всегда будет
немного вылезать за
ограничения. Есть еще \textit{внутренний штраф} или \textit{барьер},
который приоритизирует нахождения
решения в ограничениях, нежели его точность. В частности, это метод
\textit{Кармаркара}, когда задача (9) ($Py = q,\ y \ge \bar 0$),
эквивалента задаче условной минимизации
$$
\min_{x \ge \overline 0, ~~ \sum x_j = N} p(x)
$$
сводится к безусловной минимизации специальной барьерной функции $k(x)$, не
позволяющий методу Ньютона выйти за ограничения $x > 0$, если в этих
ограничениях выбрано начальное приближение.

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
\chapter{Билет 4}
\section{Определение полиномиальной сводимости. Класс NРС. Теорема Кука (б/д)}

\DEF Будем говорить, что массовая задача распознавания
свойств $\Pi'$ с кодировкой $e'$ \textit{полиномиально сводится} к задаче
$\Pi$ с кодировкой $e$, если любая индивидуальная задача $I' \in \Pi'$
может быть сведена за полиномиальное от ее длины время к некоторой
$I \in \Pi$ с сохранением ответа. Формально:
%
\begin{gather*}
  \exists f:\ e'(D(\Pi')) \rightarrow e(D(\Pi)),
  ~~\text{-- функция сводимости, т.ч.}\\
  %
  f(e'(Y(\Pi'))) = e(Y(\Pi)),
  ~~\text{то есть}\\
  %
  \forall \sigma' \in e'(Y(\Pi')) ~:~ f(\sigma') \in e(Y(\Pi))
  ~~\text{и}~~
  %
  \forall \sigma'' \in e'(D(\Pi') \setminus Y(\Pi')) ~:~
  f(\sigma'') \in e(D(\Pi) \setminus Y(\Pi)),
  \\~~\text{и}~~
  %
  \exists A_f ~~\text{-- ДМТ. реализующая $f$ за полином времени, т.е.}\\
  \exists p_f(\cdot)\ :\ \forall \sigma
    \in e'(D(\Pi')),\ t_{A_f}(\sigma) < p_f(|\sigma|)
\end{gather*}
В случае, когда соответствующие кодировки не избыточны, будем использовать
термин полиномиальной сходимости по от ношению к самими задачам без указания
кодировок. Обозначение: $\Pi' \propto \Pi$.\\

\STM[3] Если $\Pi_1 \propto \Pi_2$ и $\Pi_2 \propto \Pi_3$, то $\Pi_1 \propto \Pi_3$.\\

\STM[4] Если $\Pi' \propto \Pi$ и $\Pi \in \P$, то и $\Pi' \in \P$.

\textbf{Доказательство.} Обозначим $A$ - ДМТ, решающую $\Pi$ с
полиномиальной временной сложностью, и построим ДМТ $A'$, решающую
$\Pi'$ с полиномиальной временной сложностью, как суперпозцию ДМТ $A$
и $A_f$: $A' = A \circ A_f$, т.е. сначала к любому
входному слову $\sigma' \in e'(D(\Pi'))$ применяется $A_f$, а
потом к получившемуся слову $\sigma = f(\sigma')$
(длиной не более $p_f(|\sigma'|)$)
применяется $A$. Временная сложность $A'$:
$T_{A'}(\cdot) \leq  T_{A_f}(\cdot) + T_{A}(p_f(\cdot))$ --- полином.\\

\STM[5] Если $\Pi' \propto \Pi$ и $\Pi \in \NP$, то и $\Pi' \in \NP$.\\
\textbf{Доказательство.} Аналогично заменой ДМТ на НДМТ.\\

\DEF Массова задача $\Pi$ называется $\NP$-\textit{полной}
($\NP$-\textit{complete} -- $\NPC$) или
\textit{универсальной}, если $\Pi \in \NP$ и
$\forall \Pi' \in \NP\ \ \ \Pi' \propto \Pi$. (то есть любая недетерминированно
полиномиальная задача сводится к $\Pi$).\\

\textbf{Замечание.} грубо говоря, $\NPC = \max_\propto \NP$.\\

\STM Класс $\NPC$ не пуст.

\STM[6] Если $\P \cap \NPC \not= \NULL$, то $\P = \NP$. А если
$\NPC \cap (\NP \setminus \P) \not= \NULL$, то
$\NPC \subseteq \NP \setminus \P$.\\
То есть, если бы удалось найти полиномиальный алгоритм решения хоть одной $\NPC$
задачи, то были бы построены полиномальная алгоритмы решения \underline{всех}
$\NPC$ и $\NP$ задач.\\
А если для какой-либо $\NPC$ задачи доказать отсутствие полиномиального
алгоритма ее решения, то это не только дает строгое включение $\P \subset \NP$,
но и влечет за собой доказательство невозможности построения полиномального
алгоритма любой задачи из $\NPC$.\\

\DEF Задача выполнимости (ВЫП): выяснить
выполнимость конъюнктивной нормальной формы (КНФ) - конъюнкции конечного числа
дизъюнктивных функций, то есть дизъюнкций булевых переменных $z_i$ или их
отрицания $\overline{z_i}$.\\
Кратко: для КНФ $K$ на входе, определить существует ли $z^0$ -
набор входных значений, т.ч. $K(z^0) = 1$.\\

\THM{1.2 (т. Кука) (б/д)} ВЫП $\in \NPC$.

\section{Геометрическое описание симплекс-метода}
Перебор всех вершин по возрастанию целевой функции $\langle c, x \rangle$.

\includegraphics[width=\textwidth]{geomAxlebSol}

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
\chapter{Билет 5}
\section{Критерий NР-полноты. Док-во NР-полноты задачи БЛH}

\THM{1.3 (критерий $\NPw{полноты}$)}
$\Pi \in \NPC \iff \Pi \in \NP,\ \text{и}\ \exists \Pi' \in \NPC\ :\ \Pi' \propto \Pi$
~\\($\Pi$ - массовая задача распознавания свойств).\\
\textbf{Доказательство.} $\forall \Pi'' \in \NP\ :\ \Pi'' \propto \Pi'$,
тогда из
$\Pi' \propto \Pi\ \Rightarrow \Pi'' \propto \Pi \Rightarrow \Pi \in \NPC$.
\qed\\

\DEF ЦЛН - задача о существовании целочисленного решения системы линейных
неравенств с целыми коэффициентами.\\

\STM ВЫП $\propto$ ЦЛН.\\
\textbf{Доказательство.}
$]Q_p = z_{i_1} \vee z_{i_2} \vee \dots \vee z_{i_n} \vee
\overline{z_{j_1}} \vee \overline{z_{j_2}} \vee \dots \vee
\overline{z_{j_m}}$ - элементарная дизъюнкция.
$K = Q_1 \wedge Q_2 \wedge \dots \wedge Q_s$ - КНФ.

Тогда $\forall p = \overline{1, s}$ в $Q_p$ заменим знаки $\vee$ на $+$,
далее $\overline{z_j}$ на $(1 - z_j)$, а в $K$ заменим знаки $\wedge$ на $\cdot$.

Составив систему $\{ K \ge 1,\ z_i \ge 0,\ z_i \le 1,\ \forall i \}$, получим
ЦЛН.\\

\STM[7] ЦЛН $\in \NPC$.\\
\textbf{Доказательство.} 1) ЦЛН $\in \NP$, так как для проверки ответа
достаточно просмотреть выполнимость каждого неравенства, что не превосходит
полинома от длины записи всех коэффициентов.\\
2) ВЫП $\propto$ ЦЛН -- уже доказано выше.\\

\STM[8] БЛН $\in \NPC$ (следствие из двух последних утверждений).

\section{Методы глобальной минимизации}
%\textbf{Страница 52.}\\

{\bf 1.} Как уже отмечалось ранее, задачи глобальной оптимизации
(т.е. в невыпуклом случае задачи оптимизации вообще) являются
переборными. Переборные алгоритмы не эффективны (в расчете на
худшую задачу), поэтому успех в решении каждой конкретной задачи
существенным образом зависит от способа организации перебора.
Если мы готовы оставить возможность или невозможность решения
нашей задачи на волю случая, то естественно использовать
случайный перебор. Этот способ перебора обычно является самым
простым и, как правило, экономит память. Для задачи поиска
глобального минимума ему соответствует следующий \textit{метод
Монте-Карло}.\\

\SUM Эффективного алгоритма на худшую задачу глобальной оптимизации нет, они все
переборные. Успех решения конкретной задачи зависит от способа перебора.
Естественно брать случайный перебор. Для задачи поиска глобального минимума --
\textit{метод Монте-Карло}.\\

Пусть решается задача (1) из \S 8, где (для упрощения изложения) множество
     ограничений $X$ --- единичный $n$-мерный куб. Выбираем
в соответствии с равномерным распределением на $X$ случайные
точки $x^t$, в которых вычисляем значение целевой функции, запоминаем
текущее наименьшее значение --- \textit{рекорд} --- и реализующую
его точку. Тогда $\forall\eps>0$ вероятность
$$
{\bf P}(\vert \min_t f(x^t)-f^* \vert > \eps) \to 0
~\text{при}~ t \to \infty
$$
Сходимость такого метода будет довольно медленной.  При этом не
известно, на каком расстоянии от точки минимума находится
полученная реализация.\\

\SUM Сходимость предложенного метода будет довольно медленной и зависит от
начального приближения. Стоит требовать, чтобы рассматриваемая функция была
Липшицевой и искать не точное, $\eps$-приближенное решение.\\

\DEF Функция $f(x)$ называется Липшицевой на $X$ с константой $L$, если
$\forall x,x' \in X ~:~ |f(x) - f(x')| \le L\mea{x - x'}$. Обозначается
$f\in\text{Lip}(X, L)$.\\

Сузим класс рассматриваемых задач (1), предположив вдобавок
к предыдущему, что функция цели липшицева на $X$ с константой $L$:
$f\in$Lip$(X,L)$,
т.е. $\vert f(x)-f(x')\vert\leq L\mea{x-x'}\ \forall x,x'\in X$.
И не рассчитывая найти точное решение, зададимся подходящим $\eps>0$
с целью поиска $\eps$-приближенного решения $x^{\eps}:\ \
f(x^{\eps})\leq f(x^*)+\eps$. (На близость $x^{\eps}$ и
$x^*$ никаких условий не накладывается.)\\

Теперь мы
можем применять методы детерминированного перебора. Пассивный (не
использующий при выборе очередной точки информацию, полученную
для предыдущих) способ поиска приводит к полному перебору:
разобьем $X$ на подкубы $X^j$ так, чтобы $\forall x,x'\in X^j: \
\ \mea{x-x'}\leq\delta\doteq\eps/L$, в каждом $X^j$
берем произвольную точку $x^j$ и полагаем
$$ f(x^{\eps})\doteq\min_j f(x^j).$$
Очевидно, $x^{\eps}$ и есть искомое $\eps$-приближенное
решение. (Действительно, $\forall j,\ \forall x\in X^j$ \
$f(x^{\eps})\leq f(x^j)\leq f(x)+\eps$ по условию Липшица,
и, в частности, для $x=x^*$ имеем $f(x^{\eps})\leq f(x^*)+\eps$
--- соответствие с определением.) Однако сторона каждого $j$-го подкуба
равна $\eps/(L\sqrt n)$, а всего подкубов и,
следовательно, вычислений значений целевой функции будет
$(L\sqrt n/\eps)^n$ в любом случае, что не мыслимо даже
для десятка переменных. Поэтому разрабатываются методы последовательного
перебора, позволяющие учитывать уже вычисленные значения и
адаптироваться к нехудшему случаю.\\

\SUM Пассивный способ поиска приводит к полному перебору. Разбив на соответствие
подкубы мы действительно находим решение, удовлетворяющие $\eps$-приближению, но
приходится делать $(L \sqrt{n} / \eps)^n$ вычислений, что даже при 10 переменных
очень плохо.\\

Предположим, что уже вычислены значения функции в точках
$x^1,\ldots,x^{j-1}$ и рекордным оказалось значение $f(x^r)=R$.
Тогда, если $f(x^j)<f(x^r)$, то обновляем рекорд $r:=j,\ R:=f(x^j)$, а если
$f(x^j)>f(x^r)$, то можно не вычислять значений функции на
множестве $T_j(R)\doteq\{x\in X\colon\ \Vert
x-x^j\Vert\leq(f(x^j)-R)/L\}$,
так как это не даст нового рекорда (ибо $\forall x\in T_r\ \
f(x^j)-f(x)\leq L\mea{x-x^j}\leq f(x^j)-f(x^r)$, т.е.
$f(x)\geq f(x^r)=R$, и значит, среди них нет
глобально-оптимального решения). Обновление рекорда в принципе
позволяет ``отбросить`` аналогичные множества $T_i(R)$ для
$i=1,\ldots,j-1$.\\

     Естественно, в $T_i,\ T_j$ могут попасть и точки $x^k$ с уже вычисленным
значением $f(x^k)$ (которые таким образом вычислялись зря). Поэтому хотелось бы
так организовать перебор, чтобы по возможности уменьшить число подобных
``зряшных`` вычислений. К сожалению, оптимальной стратегии организации перебора для
многомерных задач нет.
Использование случайных точек $x^i$ приводит к проблеме хранения и обновления
сложного множества $\cup T_i(R)$ заведомо не оптимальных точек. Метод
послойного перебора дает возможность сокращения лишь по одной переменной. Для
задач большой размерности предлагается (различными авторами) следующий метод
перебора по схеме \textit{ветвей и границ}.\\

\SUM Если предположить, что часть ($j-1$) значений уже вычислено, то
последовательным обновлением рекордного значения можно отбросить часть новых
точек на рассмотрение. Бывает так, что какие-то из уже вычисленных точек
отбрасываются. Стратегии, минимизирующей вычисления таких точек для многомерных
задач, -- нет. Более того, нужно хранит и обновлять сложные множество заведомо
не оптимальных точек.\\

{\small
{\bf 2.} \textit{Метод ветвей и границ (МВГ) для глобальной минимизации}.\newline
Пусть $x^1$ --- центр куба $X$. Вычисляем $f(x^1)$ и присваиваем это
значение рекорду $R:=f(x^1)$. Разбиваем куб на $2^n$ одинаковых подкубов
$X^{1i}$ со стороной 1/2 и вычисляем значения целевой функции в их центрах:
$f(x^{1i}),\ i=1,\ldots,2^n$, обновляя по ходу вычислений значение рекорда
$R:=\min_if(x^{1i})$.
Проверяем выполнение условия $X^{1i}\subseteq T_{1i}(R)$ для
$i=1,\ldots,2^n$ и отбрасываем соответствующие подкубы. Каждый из
оставшихся
разбиваем на $2^n$ одинаковых подкубов $X^{2ij}$ со стороной 1/4
и поступаем, как прежде. На любом шаге у нас формируется
множество {\bf K} ``кубиков`` со сторонами $2^{-l},\ l\geq 2$,
целое. Правило выбора очередного кубика для разбиения
называется \textit{правилом ветвления} --- возможные варианты
приводятся ниже. Кубики со стороной не больше
$\eps/(L\sqrt n)$ исключаются из множества {\bf K} ---
дробление кубика заканчивается. Также исключаются кубики,
попавшие в множество $T_k(R)$ (с индексом $k$ --- номером кубика) для
текущего значения рекорда, --- \textit{правило отсечения ветвей}.
Рекорд обновляется при получении меньшего значения целевой
функции (\textit{правило получения границ, т.е. оценок}). Значения
целевой функции вычисляются в центре каждого нового подкубика,
включаемого в {\bf K} после разбиения выбранного для этого
кубика. Алгоритм останавливается, когда {\bf K} пусто.\\
}

\SUM МВГ разбивает исходный куб на граф-дерева подкубов, итеративно исключая
бесполезные (которые попали в $T_s(R)$).\\

{\small
Указанная терминология и название метода определяются тем, что
визуально данная схема перебора представляется в виде графа-дерева, корневая
вершина которого соответствует кубу $X$, вершины первого яруса --- подкубам
$X^{1i}$, вершины второго яруса --- кубикам $X^{2ij}$, подсоединенным к своим
\textit{порождающим} вершинам $X^{1i}$ 1-го яруса, и т.д. Если кубик исключается
из {\bf K}, его вершина \textit{закрывается} --- из нее не будут идти ветви на
следующий ярус. Если кубик еще не включен в {\bf K}, его вершина еще \textit{не
раскрыта}. Порядок закрытия вершины определяется правилом отсечения (своим для
каждой массовой задачи --- см. также в \S 11), порядок раскрытия --- правилом
ветвления (своим для каждой индивидуальной задачи).
Различают два вида правил ветвления по типу построения дерева решений
(выбора вершин для раскрытия): ``в ширину``, когда сначала раскрываются все
вершины одного яруса до перехода к следующему, и ``в глубину`` --- всякий раз
раскрывается лишь одна (обычно с лучшим значением рекорда) вершина на ярусе до
конца ветви. На практике реализуют некоторую смесь, например, первое правило,
пока хватает машинной памяти (в {\bf K} не слишком много элементов), затем
переключаемся на второе. Предпочтительность той или иной стратегии ветвления
оценивается каждым вычислителем по-своему, исходя из главной задачи метода
ветвей и границ --- быстрее получить лучший рекорд, чтобы отсечь больше
ветвей.\\
}

\SUM Порядок исключения (закрытия) вершин, ненужных для вычисления кубов,
-- правило отсечения -- зависит от конкретной массовой задачи, а правило
раскрытия (вычисления) новых кубов -- правило ветвления -- от конкретной
индивидуальной задачи. Правил ветвления два: в ширину (раскрыть все кубы яруса),
в глубину (раскрыть только один с наилучшим рекордом). На практике используют
смесь. \\

{\small
В рассматриваемой задаче есть хороший способ улучшения рекорда --- локальная
оптимизация (см. в \S 8). Ее имеет смысл проводить из текущей точки, в которой
произошло обновление рекорда, например, делая несколько шагов градиентного
метода. При этом расположение кубиков менять не надо, просто увеличивается шанс
сокращения перебора (отбрасывания больших кубиков).\\

Отметим, что в худшем случае $f=const$ ($\cup T_i=\NULL$) --- не удается
отбросить ни одной точки $x$ --- и приходим к полному перебору; т.е. указанная
в п.1 экспоненциальная оценка точна на классе всех липшицевых функций.\\

\SUM Имеет смысл улучшать рекорд с помощью локальной оптимизации: при обновлении
рекорда сделать пару шагов градиентным методом.
}

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
\chapter{Билет 6}
\section{Док-во NР-полноты задачи 3-выполнимость. NР-трудные задачи}

\DEF Задача 3-ВЫП -- подзадача задачи ВЫП, где в каждой дизъюнктивной функции
КНФ ровно по 3 переменных.\\

\STM Так как $D(\text{3-ВЫП}) \subset D(\text{ВЫП})$ и ВЫП $\in \NP \Rightarrow$ 3-ВЫП $\propto$
ВЫП $\Rightarrow$ 3-ВЫП $\in \NP$.\\

\STM[9] ВЫП $\propto$ 3-ВЫП.\\
\textbf{Доказательство.} Достаточно доказать, что любую дизъюнктивную функцию от
$k$ переменных можно свести к КНФ с дизъюнкциями от 3 переменных, тогда
утверждение очевидно.

Пусть $f^j(z_{j_i}\ |\ i = \overline{1, k})$ - дизъюнктивная функция от $k$
переменных. Представим $z_{j_i}$ и $\overline{z_{j_i}}$ как $y_i$ для упрощения
записи. В таком случае $f^j = y_1 \vee y_2 \vee \dots \vee y_k$. Введем
дополнительные переменные $u^j$ и представим $f^j$ в виде КНФ как:
$$
  K^j =
  (y_1 \vee y_2 \vee u_1^j) \wedge
  (y_3 \vee \overline{u}_1^j \vee u_2^j) \wedge
  \dots \wedge
  (y_{k - 2} \vee \overline{u}_{k-4}^j \vee u_{k-3}^j) \wedge
  (y_{k - 1} \vee y_k \vee \overline{u}_{k-3}^j)
$$
Данная замена \underline{не} эквивалентна. Если $f^j = 0$, то построенная
КНФ $K^j = 0\ \ \forall u$, однако если $f^j = 1$, то
$\exists u : K^j = 1$. Но этого достаточно для сохранения ответа на
вопрос о существовании выполняющего набора.\\

\textbf{Замечание.} если $f^j$ зависит от $k = 1, 2$ переменных, то
способствующие $u^j$ переменные являются фиктивными, а $f^j$ имеет вид:
$$
f^j \vert_{k = 1} = y_1 = (y_1 \vee u_1 \vee u_2) \wedge
  (y_1 \vee u_1 \vee \overline{u}_2) \wedge
  (y_1 \vee \overline{u}_2 \vee u_1) \wedge
  (y_1 \vee \overline{u}_2 \vee \overline{u}_1)
$$
$$
f^j \vert_{k = 2} = y_1 \vee y_2 = (y_1 \vee y_2 \vee u_1) \wedge
  (y_1 \vee y_2 \vee \overline{u}_1)
$$\\

\STM 3-ВЫП $\in \NPC$ (следует из двух предыдущих утверждений).\\

\DEF Массовая задача $\Pi'$ \textit{сводиться по Тьюрингу} к задаче $\Pi$,
значит, что из существования полиномального алгоритма решения $\Pi$ следует
существование полиномального алгоритма и для $\Pi'$. Обозначение:
$\Pi' \propto_T \Pi$.\\

\DEF В класс $\NP$-\textit{трудных} ($\NP$-\textit{hard}) задач входят следующие массовые задачи
$\Pi$:
\begin{enumerate}[topsep=0pt]
  \item $\Pi$ - распознавания свойств, для которой доказано, что
    $\Pi' \propto \Pi,\ \Pi' \in \NPC$, но не показано, что $\Pi \in \NP$.

  \item $\Pi$ - оптимизации, для которой способствующая задача $\Pi$ распознавания
    свойств $\NPC$.

  \item $\Pi$ (любая массовая), к которой \textit{сводиться по Тьюрингу}
    какие-либо $\NPC$ задачи $\Pi'$ --- $\Pi' \in \NPC\ :\ \Pi' \propto_T \Pi$.
\end{enumerate}~\\

\DEF Задачи $\Pi$ (любые массовые), для которых\\
$\exists \Pi' \in \NPC\ :\ \Pi' \propto_T \Pi$ и
$\exists \Pi'' \in \NP\ :\ \Pi \propto_T \Pi''$ называются из класса
$\NP$-\textit{эквивалентных}.

\section{Формула градиентного метода в задаче безусловной минимизации}

%\textbf{Страница 41 (56)}\\

Общими методами локальной оптимизации (для произвольного, не
обязательно выпуклого, случая) являются \textit{методы локального спуска}.\\

\DEF Вектор $h\in{\R^n}$ называется \textit{направлением убывания}
функции $f$ в точке $x$, если $f(x+\alpha h)<f(x)$ для всех достаточно малых
$\alpha >0$.\\

\STM[3] Пусть $f$ дифференцируема в точке $x$.
Тогда, если $\langle\text{grad}f(x),h\rangle<0$, то $h$ --- направление убывания
функции $f$ в точке $x$, а если $h$ --- направление убывания функции
$f$ в точке $x$, то $\langle \text{grad}f(x),h\rangle\leq 0$.\\

\textbf{Доказательство.} Из условия дифференцируемости $f$ имеем для
достаточно малых $\alpha>0$: \
$f(x+\alpha h)-f(x)=\langle\text{grad}f(x),\alpha h\rangle+o(\alpha)
=\alpha\{\langle\text{grad}f(x),h\rangle+o(\alpha)/\alpha\}$.
Очевидно, последняя добавка не изменит знака выражения в фигурных скобках,
если скалярное произведение строго отрицательно или строго положительно.
Отсюда автоматически вытекает требуемое утверждение. ~~\qed\\

\textbf{Замечание.} Направление локального убывания дифференцируемой функции
должно составлять острый угол с ее градиентов, который является наилучшим
направлением убывания.\\

\DEF Точка $x$ называется \textit{стационарной точкой}, если $\grad f(x) = 0$.\\

Отметим, что в условной оптимизации равенство нулю
градиента уже не является необходимым условием минимума. Но в более простом случае
$X=\R^n$ можно, двигаясь небольшими шагами в направлении антиградиента функции $f$
в текущей точке, прийти в стационарную точку, как
правило, локального минимума. Так мы получаем идею
\textit{градиентного метода безусловной минимизации}\\

\DEF \textit{Формула градиентного метода безусловной минимизации} задается
итеративной процедурой
$$
x^{t+1}=x^t-\alpha_t\text{grad} f(x^t),\
\ t=1,2,\ldots,\ \ \forall x^1\in {\R^n}.
$$

\DEF Параметр $\alpha_t$ называется \textit{шаговым множителем} и может выбираться,
исходя из различных соображений, разными способами.

Способы выбора шагового множителя:
\begin{enumerate}
  \item \textit{Пассивные способы} --- $\{\alpha_t\}$ выбирается заранее.
    \begin{itemize}[noitemsep,topsep=0pt]
      \item Постоянный шаг --- $\alpha_t=\alpha_0$ для достаточно малых $\alpha_0$.
      \item Убывающий шаг (если $\alpha_0$ не известно или при наличии помех)\\
        $\alpha_t\downarrow 0$, ~~$\sum\alpha_t=\infty$ (то есть ряд расходится),
        $\sum\alpha^2_t<\infty$,~~
        например $\alpha_t=1/t$.
    \end{itemize}

  \item \textit{Адаптивные способы} --- $\{\alpha_t\}$ зависит от
    реализующейся $\{x^t\}$.
    \begin{itemize}[noitemsep,topsep=0pt]
      \item Метод скорейшего спуска ---
        $\alpha_t\in\text{Arg}\min_{\alpha>0}f(x^t-\alpha\,\grad f(x^t)).$
      \item Метод дробления шага (деления пополам) --- если $f(x^{t+1})>f(x^t)$, то возврат к
        $t$-й итерации с $\alpha_t:=\alpha_t/2$. (Возможно и увеличение шага
        при стабильном убывании $f$, т.е. приближенный скорейший спуск.)
      \item Правило Армихо --- путем дробления шага добиваемся для $\alpha_t$ выполнения
        условия
        $$
          f(x^t-\alpha_t\,\grad f(x^t)) - f(x^t) \le
          -\eps \, \alpha_t \, \mea{\grad f(x^t)}^2
        $$
    \end{itemize}
\end{enumerate}

В общем случае дифференцируемой, ограниченной снизу $f$ можно получить
сходимость градиентного метода к множеству стационарных точек, а при
дополнительных предположениях доказывается (за исключением варианта с убывающим
шагом) \textit{линейная скорость сходимости}, которая в выпуклых задачах означает
~$\mea{x^{t+1} - x^*} \le q \, \mea{x^t - x^*}$ для некоторого $0<q<1$.\\

Указанная линейная оценка объясняется тем, что в процессе минимизации
градиентным методом используется линейная аппроксимация целевой функции на
каждом шаге. Более высокую скорость сходимости получают для методов, основанных
на квадратичной аппроксимации, в предположении дважды дифференцируемости $f$.
Типичным примером здесь является \textit{метод Ньютона}.

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
\chapter{Билет 7}
\section{Класс со-NР. Пример задачи, допускающей хорошую характеризацию.
Доказательство утверждения о взаимоотношении классов NРС и со-NР}

\DEF Дополнительной задачей $\overline{\Pi}$ к массовой задаче $\Pi$
распознавания свойств называется такая задача, которая задает обратный вопрос,
нежели $\Pi$. Формально: $D(\overline\Pi) = D(\Pi),\ Y(\overline\Pi) \setminus Y(\Pi)$.

\DEF \textbf{co-}$\P = \{ \overline{\Pi}\ |\ \Pi \in \P\}$.\\
\DEF \textbf{co-}$\NP = \{ \overline{\Pi}\ |\ \Pi \in \NP\}$\\

\STM \textbf{co-}$\P = \P$ (состояние ДМТ из $q_Y$ за один шаг заменим на
$q_N$).

\textbf{Замечание.} аналогичного утверждения про \textbf{co-}$\NP$ и $\NP$ дать
нельзя.\\

\DEF Задачей, имеющей \textit{хорошую характеризацию} называется такая массовая задача
распознавания свойств, для которого выполнено: $\Pi \in \NP \cap \coNP$.\\

\textbf{Пример:} задача простые числа (ПЧ) имеет доказанную хорошую
характеризацию. А совсем недавно был найден способствующий алгоритм.\\

\STM из $\P = \textbf{co-}\P$ следует $\P \subseteq \NP \cap \coNP$.\\

\STM[10] Если для некоторой $\Pi \in \NPC,\ \overline{\Pi} \in \NP$, то $\NP = \coNP$.\\
\textbf{Доказательство.} Так как $\Pi \in \NPC$, то $\forall \Pi' \in \NP$
справедливо
$\Pi' \propto \Pi \Rightarrow \overline{\Pi}' \propto \overline{\Pi}$
(полиномиальное сведение осуществляется по той же функции, что и для
$\Pi' \propto \Pi$). Так как
$\overline{\Pi} \in \NP \Rightarrow \overline{\Pi}' \in \NP$, а с учетом
произвольности $\Pi' \in \NP$ имеет, что $\coNP \subseteq \NP$. Аналогичное
рассуждения проводим для $\overline{\overline{\Pi}} = \Pi$, получаем
обратное включение.

\textbf{Замечание.} в настоящее время гипотеза $\NP = \coNP$ кажется
нереальной.\\
\textbf{Замечание.} а оно ли имеется ввиду?

\section{Формула метода Ньютона в задаче безусловной минимизации}

%\textbf{Страница 43 (58)}\\

Для задач условной минимизации, например
$\min\limits_{x\in[1,2]}x^2$ предложенные методы нуждаются в модификации.
В частности, для приведенного
примера, когда множество $X$ имеет достаточно простую структуру, указанные выше
формулы совмещаются с процедурой проектирования на $X$ на каждом шаге метода.
Так приходим к методу {\it проекции градиента}
$$
x^{t+1} = \text{Pr}_X\{x^t-\alpha_t \grad f(x^t)\},\ \ t=1,2,\ldots,~~
\forall x^1 \in \R^n
$$


Пусть $f\in{\bf C^2}({\R^n})$, разложим функцию $f$ в ряд Тейлора в
окрестности текущей точки $x^t$:
$$f(x)-f(x^t)=\langle \text{grad} f(x^t), x-x^t\rangle +
\frac{1}{2}\langle f''(x^t)(x-x^t), x-x^t\rangle + o(\mea{x-x^t}^2).$$
Выберем $x^{t+1}$ из условия минимизации квадратичной
аппроксимации $f(x)$ в точке $x^t$, т.е. квадратичной части приращения
$f(x)-f(x^t)$, получим метод Ньютона:
$$
x^{t+1} = x^t-(f''(x^t))^{-1} \cdot \grad f(x^t),\ \ t = 1,2,\ldots
$$
где начальное приближение $x^1$ должно
находиться достаточно близко к точке оптимума $x^*$. В таком
случае (и при дополнительных предположениях, более сильных, чем
для приведенной ранее оценки скорости сходимости градиентного
метода) для метода Ньютона будет справедлива \textit{квадратичная
скорость сходимости}
$$
\mea{x^{t+1} - x^*} \le
Q\mea{x^t - x^*}^2, ~~\text{т.е.}~~
\mea{x^{t+1} - x^*} \le
\frac{1}{Q}(Q\mea{x^1 - x^*})^{2^t}
$$
что
предполагает $\mea{x^1 - x^*}<1/Q$ (оценку для $Q$ см.,
например, в [5, с.~192]). Еще раз подчеркнем, что градиентный
метод в отличие от ньютоновского сходится при любом начальном
приближении. Из определения метода Ньютона также следует
требование невырожденности матрицы вторых производных (гессиана)
функции $f$.\\

Нетрудно видеть, что полученная формула метода Ньютона решения задач
безусловной минимизации совпадает с формулой метода Ньютона решения системы
уравнений $\grad f(x)=0$, соответствующей необходимым условиям экстремума.

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
\chapter{Билет 8}
\section{Взаимоотношение классов Р, NР и NРС, NР и со-NР. Класс РSРАСЕ}

\begin{minipage}{0.7\textwidth}
  \DEF Класс $\PS$ -- общих класс массовых задач (не обязательно
  распознавания свойств), для которых существует алгоритмы, требующие не более чем
  полиномиальной памяти.\\

  \textbf{Замечание.} Вопрос о равенстве $\P$ и $\PS$ является открытым.\\

  \DEF Класс $\PS$-\textit{полных} задач -- задачи, к которым полиномиально
  сводятся любые задачи из $\PS$.
  ~\\~\\~\\~\\
\end{minipage}
\begin{minipage}{0.3\textwidth}
  ~~~~~\includegraphics[width=.8\textwidth]{pspace}\\
  \centerline{Диаграмма взаимосвязи}
  \centerline{классов сложности.}
\end{minipage}

\section{Полиномиальный алгоритм округления $\eps_1$-приближенного решения
системы линейных неравенств}
%\textbf{Страница 30.}\\

{\small
{\bf 1.} Имея $\eps$-приближенное решение $Ax \le b$ (1) с
$\eps \leq \eps_1 = 1 / \left[ (n + 2) \Delta(A) \right]$,
можно (на основании теоремы 2, \S 5, см. билет 16)
быть уверенным в
существовании точного решения системы линейных неравенств. Оказыватся,
процедура получения $x^0$ из $x^{\eps_1}$ является полиномиальной.
Соответствующий \textit{алгоритм округления} $\eps_1$-приближенного
решения системы (1) до точного был указан Л.~Г.~Хачияном и состоит в
следующем.\\
}

\DEF \textit{Алгоритм округления} -- полиномиальный алгоритм, с помощью которого
из $\eps_1$-приближенного решения можно получить точное.\\

Присвоим $x^1:=x^{\eps_1}$ и подставим $x^1$ в (1). Разобьем множество
$M\doteq \{1,\ldots ,m\}$ индексов неравенств в системе на два подмножества
\begin{gather*}
M(x^1) \doteq \{i ~:~ \vert \langle a_i,x^1 \rangle - b_i\vert \le \eps_1\},\\
%
M \setminus M(x^1) \doteq \{i ~:~ \langle a_i,x^1 \rangle - b_i \le -\eps_1\}
\end{gather*}

Найдем решение $x'^1$ системы равенств $A_{M(x^1)}x = b_{M(x^1)}$ (существует
по теореме 2). Пусть $x'^1$ не является точным решением (1), т.е. в $x'^1$ не
выполнилось $i$-е неравенство для какого-либо $i\not\in M(x^1)$. Тогда введем
множество индексов невыполненных неравенств $M^+\doteq \{i\vert\ \langle a_i, x'^1
\rangle >b_i\}\subseteq M\setminus M(x^1)$ и рассмотрим на отрезке $[x^1,x'^1]$
ближайшую к $x'^1$ точку, в которой еще выполнены все неравенства для $i\in M^+$
(в $x^1$ они выполнены с ${\eps_1}$-запасом). А именно определим
$$
  \tau \doteq \min_{i\in M^+}
    \frac{b_i-\langle a_i,x^1\rangle}
    {\langle a_i,x'^1 \rangle - \langle a_i,x^1\rangle},~~~
  i_1 \doteq \text{arg}\min_{i \in M^+}
  \frac{b_i-\langle a_i,x^1\rangle} {\langle a_i,x'^1\rangle-\langle a_i,x^1\rangle}
$$
и присвоим $x^2:=(1-\tau)x^1+\tau x'^1$. Имеем $M(x^2)\supseteq M(x^1)\cup\{i_
1\}$, ибо неравенства с индексами из $M(x^1)\ \ {\eps_1}$-приближенно
выполнялись как равенства на всем отрезке $[x^1,x'^1]$, а неравенство с
индексом $i_1\in M^+$, не выполненное в точке $x'^1$, выполняется в $x^2$ как
равенство по
построению. Таким образом, $M(x^2)\supset M(x^1)$, но $\vert M(x)\vert\leq m$,
поэтому, повторяя указанную процедуру с заменой $x^1$ на $x^2$ и т.д., придем
не более чем через $\max(n,m)$ шагов к тому, что решение $x'$ соответствующей
системы равенств окажется $x^0$ --- решением (1).\\

С учетом полиномиальности задачи решения систем уравнений предложенный алгоритм
округления полиномиален.

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
\chapter{Билет 9}
\section{Псевдополиномиальные алгоритмы. Пример для задачи о рюкзаке}

\DEF Задача о рюкзаке (ЗР) -- из набора вещей собрать рюкзак ограниченного
объема с наибольшей полезностью:
$$
\max_{z\ :\ z_j \in \{0, 1\}\ \ \forall j\ \in\ \overline{1,n}}~
\left\{
  \sum\limits_{j = 1}^{n} c_j z_j ~~\bigg\vert~~
  \sum\limits_{j = 1}^{n} w_j z_j \le K
\right\}
$$
Здесь $c_j \in \Zp$ - полезность (ценность), $w_j \in \Zp$ - объем (вес) вещи, а
переменная $z_j$ определяет - класть или не класть ее в рюкзак, $K \in \Zp$ -
максимальный объем (вес) рюкзака.

В формулировки распознавания свойств -- можно ли набрать рюкзак ценностью не
меньше $B$.\\

\textbf{Замечание.} ЗР - частный случай БЛН.\\

\STM ЗР $\in \NPC$.

\subsection*{Метод динамического программирования для решения ЗР}
Произвольная индивидуальная задача $I \in$ ЗР
погружается в семейство задач поиска
$$
  F_i(E) \doteq \max_{z\ :\ z_j \in \{0,1\}\ \forall j = \overline{i, n}}
    \left\{
      \sum_{j=i}^n c_j z_j ~~\bigg\vert~~
      \sum_{j=i}^n w_j z_j \leq K-E
    \right\},
$$
%
$F_1(0)$ -- значение ЗР. И решаются все задачи данного семейства по рекуррентным
формулам, где $i$ убывает с $n$ до 1. А именно, положим
$F_i(E)\doteq 0\ \ \forall E \geq K,\ \ \forall i$.
Имеем $\forall E = \overline {0,K-1}:$
%
$$
  F_n(E) = \left\{\begin{array}{lr}
      0 &  E > K - w_n\\
      c_n & E \le K - w_n
  \end{array}\right.
$$
и $\forall i = n - 1, \ldots ,2$:\ \
$$
  F_i(E) = \max \{F_{i+1}(E),\ c_i + F_{i + 1}(E + w_i)\} \doteq
  \max_{z_i \in \{0,1\}} \{c_i z_i + F_{i + 1} (E + w_i z_i)\}
$$$$
F_1(0) = \max \{ F_{2}(0),\ c_1 + F_{2}(w_1) \}
$$

Число итераций предложенного алгоритма равно $nK$ и того же порядка будет его
временная сложность. Отметим, что алгоритм \underline{не} является полиномиальным, ибо
для записи числа $K$ требуется порядка $\log_2 K$ символов; является
переборным --- перебирает все варианты заполненности рюкзака.\\

\DEF Обозначим через num$(I)$ максимальное по
модулю целое число (или 0), фигурирующее при задании числовых параметров для
индивидуальной задачи $I$, и через $|I| \doteq |e({\bf I})|$ -- длину записи $I$.\\

\DEF Алгоритм $A$ решения массовой задачи
$\Pi$ (не обязательно распознавания свойств) называется \textit{псевдополиномиальным},
если для некоторого полинома $p(\cdot,\cdot)$ выполнено
$t_{A}(e(I)) < p(|I|, \num(I))\ \ \forall I \in \Pi$.\\

\textbf{Пример:} алгоритм динамического программирования для задачи о рюкзаке
(ЗР) является псевдополиномиальным.

\section{Идея метода эллипсоидов}
%\textbf{Страница 31.}\\

Аналогичный алгоритм (как и для $\eps_1$ окр.) имеется и для округления
$\eps_2$-приближенного решения озЛП
$x^*_{\eps_2}$ до точного $x^*$ (см. [3, с.~21]). Поэтому
для построения полиномиального алгоритма решения озЛП осталось указать
полиномиальный алгоритм поиска $\eps_2$-приближенного решения озЛП в
шаре $\mea{x} \leq n^{1/2} \Delta$ или удостоверения, что такого решения
нет (по теоремам 1,2$^*$ из \S 5). Требуемый алгоритм, основанный на \textit{
методе эллипсоидов}, который предложили в 1976--77 гг. Д.~Б.~Юдин и
А.~С.~Немировский и (независимо) Н.~З.~Шор, приводится в следующих пунктах.\\

Здесь и далее $\Delta\doteq \Delta(D)$, где матрица $D$ задается таблицей (3)
(симплекс таблицей).\\

{\bf 2.} Пусть $E$ --- произвольный эллипсоид в ${\R^n}$ с центром $\xi$ и
ненулевого объема vol$E$. Рассмотрим $(n-1)$-мерную плоскость,
заданную вектором $g$ нормали и проходящую через центр $\xi$ эллипсоида $E$.
Обозначим через $E^-(g)$ один из двух полуэллипсоидов, на которые разбивает
$E$ данная плоскость, $E^-(g)=E\cap\{x\vert\ \langle g,x-\xi\rangle\leq 0\}.$\\

\STM[1] Полуэллипсоид $E^-(g)$
эллипсоида $E$ можно целиком заключить в новый эллипсоид $E'$, имеющий объем,
строго меньший $E$,
$$\frac{\text{vol}E'}{\text{vol}E} < e^{-1/(2n+2)}, \eqno (*)$$
и $E'$ можно вычислить по $E^-(g)$ за $O(n^2)$ арифметических операций.\\

{\color{darkgray}
\textbf{Доказательство.} Пусть $E$ --- единичный шар с центром в точке
$\bar 0$: $\ E=\{x\in{\R^n}:\ \mea{x} \leq 1\}$, а $E^-(g)=E\cap\{x_n\geq
0\}$. Поместим центр $E'$ в точку $\xi'=(0,\ldots,0,\frac{1}{n+1})$, тогда
$$E'=\{x\vert\ (x_1^2+\ldots+x_{n-1}^2)/\beta^2 + (x_n -\frac{1}{n+1})^2/\alpha
^2 \leq 1\},$$ где $\alpha\doteq 1-1/(n+1) < e^{-1/(n+1)},\ \
\beta^2\doteq 1+1/(n^2-1)<e^{1/(n^2-1)}.$\newline
Отношение объемов равно произведению полуосей $\alpha\beta^{n-1}<e^{-1/(2n+2)}$,
отсюда получаем ($*$), ибо любой эллипсоид можно превратить в
шар афинным преобразованием координат, сохраняющим объем. Действительно, будем
представлять произвольный эллипсоид $E$ с помощью его центра $\xi$ и матрицы
$Q\ (n\times n)$, задающей указанное преобразование: $E=\{x\vert\ x=\xi +Qy,
\ \mea{y}\leq 1\}$.
Обозначим $\eta\doteq Q^Tg/\mea{Q^Tg}$, где верхний индекс
$^T$ --- знак транспонирования. Тогда $\xi'$ и $Q'$, представляющие эллипсоид
$E'$ минимального объема, описанный вокруг полуэллипсоида $E^-(g)$,
пересчитываются по формулам
$$\xi'=\xi -\frac{1}{n+1}Q\eta,\ \ Q'=\frac{n}{\sqrt{(n^2-1)}}\{Q+(\sqrt{\frac
{n-1}{n+1}}-1)Q\eta\eta^T\}$$
за $O(n^2)$ арифметических операций.
}

\subsection*{Метод эллипсоидов получения $\varepsilon$-приближенного решения озЛП.}
Положим $\varepsilon:=\varepsilon_2\doteq 1/(2n^2\Delta^3)$. Введем множество
$\varepsilon$-приближенных решений озЛП в шаре радиуса $R\doteq n^{1/2} \Delta$ с
центром в $\bar 0$:
$$
X^*_{\varepsilon}\doteq \{x\vert\ \langle a_i,x\rangle \leq b_i + \varepsilon\ \
\forall i=\overline {1,m},\ \ \langle c,x\rangle \geq d^* - \varepsilon,\ \
\Vert x\Vert\leq R\}
$$
Выберем указанный выше шар в качестве начальной итерации для эллипсоида $E\supset
X^*_{\varepsilon}$. Рассмотрим произвольную итерацию.

Проверяем, является ли центр $\xi$ эллипсоида $E$ $\varepsilon$-приближенным
решением. Если да, то алгоритм заканчивает свою работу, в противном случае
строим
эллипсоид $E'$ для очередной итерации как минимальный по объему эллипсоид,
содержащий полуэллипсоид $E^-(g)$, где вектор $g$ определяется
следующим образом. Так как $\xi\not\in X^*_{\varepsilon}$, то либо
\begin{enumerate}
  \item[$1^0$)] $\exists i:\ \ \langle a_i,\xi\rangle >b_i + \varepsilon$,
    и тогда $g:=a_i$, либо

  \item[$2^0$)] $\langle c,\xi\rangle < d^* - \varepsilon$ и $g:=-c$.
\end{enumerate}
Убедимся, что при этом $X^*_{\varepsilon}\subset E'$. Действительно, для
варианта $1^0$\newline
$\forall x\in X^*_{\varepsilon} \ \ \langle a_i,x\rangle\leq b_i + \varepsilon
<\langle a_i,\xi\rangle$, т.е. $X^*_{\varepsilon}\subset E\cap\{x\vert\ \langle
a_i,x-\xi\rangle\leq 0\}=E^-(a_i)\subset E'$;
и аналогично получим для варианта $2^0$
$$
X^*_{\varepsilon}\subset E\cap\{x\vert\ \langle c,x-\xi\rangle\geq 0\}=
E^-(-c)\subset E'
$$
Теперь с $E:=E'$ возвращаемся к началу итерации (на новый шаг).\\

{\color{darkgray}
Оценим число итераций метода эллипсоидов. Покажем, что $X^*_{\varepsilon}$
содержит шар радиуса $r/2$, где $r\doteq \varepsilon/(hn^{1/2})<R,\ \ h\geq \vert
a_{ij}\vert, \vert c_j\vert\ \ (h$ {\it высота задачи}).
Пусть  $x^*$ --- точное решение в $X^*_{\varepsilon}$. Из
     $\Vert x^* - x\Vert \leq r$ следует
     $ \vert \langle a_i,x\rangle - \langle a_i,x^*
\rangle\vert\leq\Vert a_i\Vert\ \Vert x^*-x\Vert\leq hn^{1/2}r=\varepsilon
     \ \ \forall i\in M$      и $\vert \langle c,
x\rangle - \langle c,x^*\rangle\vert\leq\Vert c\Vert\ \Vert x^*-x\Vert\leq h
n^{1/2}r$,
т.е. указанный выбор $r$ гарантирует, что все такие $x$ будут
$\varepsilon$-приближенными решениями. Поскольку $\Vert x^*\Vert\leq R$, то
множество тех из рассматриваемых $x$, для которых $\Vert
x\Vert\leq R$ (т.е. пересечение шаров радиуса $r$ и $R$,
включающее центр первого), содержит шар радиуса $r/2$. Этот шар и принадлежит
$X^*_{\varepsilon}$.
Таким образом, объем $X^*_{\varepsilon}$ больше объема $n$-мерного шара радиуса
$r/2$. Значит, объем эллипсоида, построенного последним, например $E^k$ для
$k$-й итерации, не должен оказаться меньше объема этого шара. Отсюда и из
утверждения 1 получаем для $k$ соотношение
$$
\left(\frac{r}{2R}\right)^n \le
\frac{\text{vol}X^*_{\varepsilon}}{\text{vol} E^1} \le
\frac{\text{vol}E^k}{\text{vol}E^1} < e^{-k/(2n+2)}
$$
из которого $k$ (по определению $r, R,\varepsilon,h$ и $\Delta$) не
превосходит
$$
2n^2 \ln (Rnh/\eps) < 2n^2 \ln (2n^{3.5}\Delta^5) < 10n^2 \ln (n\Delta)
$$
}

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
\chapter{Билет 10}
\section{Сильная NР-полнота. Теорема о связи сильной NР-полноты задачи с
существованием псевдополиномиального алгоритма ее решения}

\DEF Обозначим через num$(I)$ максимальное по
модулю целое число (или 0), фигурирующее при задании числовых параметров для
индивидуальной задачи $I$, и через $|I| \doteq |e({\bf I})|$ -- длину записи $I$.\\

\DEF \textit{Полиномальным сужением} массовой задачи $\Pi$ называется множество
индивидуальных задач, числовые параметры которых не превосходят полинома от
длины входа:
$$
\Pi_{p(\cdot)} = \left\{ I \in \Pi\ |\ \num(I) < p(|I|) \right\}
$$

\DEF Массовая задача $\Pi$ распознавания свойств называется
\textit{сильно $\NP$-полной}, если ее полиномиальное сужение $\NPw{полно}$, то
есть $\exists p(\cdot)$ - полином, т.ч. $\Pi_{p(\cdot)} \in \NPC$.\\

\textbf{Замечание.} сильно $\NPC$ задачи наиболее трудные для счета среди всех
$\NP$, в оптимизационной постановке нет эффективных алгоритмов даже
приближенного решения. Решаются разбиением на подзадачи, а они уже перебором методом
ветвей и границ.\\

\textbf{Пример:} задачи ВЫП, 3-ВЫП, БЛН, ЦЛН и КМ являются сильно $\NPC$.\\

\THM{1.4} Если $\P \not= \NP$, то ни для какой сильно $\NPC$ задачи не существует
псевдополиномиального алгоритма решения.

\textbf{Доказательство.} Проведем от противного. Пусть ДМТ $A$ решает
сильно $\NPC$ задачу $\Pi$ и $\forall I \in \Pi$: $t_{A}(e(I)) < p'(|I|, \num(I))$
для полинома $p'(\cdot,\cdot)$.
Тогда
$\forall I \in \Pi_{p(\cdot)}\ \ t_{A}(e(I)) < p'(|I|, p(|I|)) = p''(|I|)$,
т.е. $\Pi_{p(\cdot)} \in \P$ -- противоречие с $\Pi_{p(\cdot)}\in \NPC$ или
утверждением 6 о пересечении $\P$ и $\NPC$ (см. билет 4). \qed

\section{Идея метода штрафов}
%\textbf{Страница 44 (59)}\\

Для задач условной минимизации, например
~~$\min\limits_{x\in[1,2]}x^2$~~
предложенные методы (град. спуска и Ньютона) нуждаются в модификации.
В частности, для приведенного
примера, когда множество $X$ имеет достаточно простую структуру, указанные выше
формулы совмещаются с процедурой проектирования на $X$ на каждом шаге метода.
Так приходим к методу {\it проекции градиента}
$$
x^{t+1} = \text{Pr}_X\{x^t-\alpha_t \grad f(x^t)\},\ \ t=1,2,\ldots,~~
\forall x^1 \in \R^n
$$
То есть делаем шаг градиентным методом, смотрим -- выходит ли он за
наши ограничения, и если он вышел за ограничения, то берем проекцию этой
(``вылетевшей``) точки $x_c$ на наше множество как
$\min_{x \in X} \mea{x - x_c^{t+1}}$. Работает, если проекцию найти просто (что
не всегда так).\\

Для более сложных множеств $X$, допустим, задаваемых
ограничениями неравенствами
$$X\doteq \{x\in{\R^n}\vert\ g_i(x)\leq 0\ \ \forall i\in M\}, \eqno(3)$$
универсальным способом освобождения от ограничений является их штрафование. А
именно для достаточно большой константы $C>0$ вместо задачи условной
минимизации (1),(3) рассматривают задачу безусловной минимизации оштрафованной
целевой функции
$$
\min_{x \in \R^n}\left\{ f(x)+C\sum_{i\in M}[g_i^+(x)]^p \right\},
~~\text{где}~~
\sum_{i\in M}[g_i^+(x)]^p\ -
$$
это \textit{функция штрафа (штрафная функция)} для ограничений неравенств,
$g^+(\cdot)\doteq \max[0,g(\cdot)]$ --- \textit{срезка} $g$, параметр штрафа $p\geq 1$.
(Другие виды функций штрафа см. в [4,5].) В условиях непрерывности функций
$f,\ g_i$,
непустоты $X$ и ограниченности множества Лебега функции $f$ можно доказать,
что с ростом константы штрафа
$$
\lim_{C\uparrow\infty}\min_{x\in{\R^n}}\{
  f(x)+C\sum_{i\in M}[g_i^+(x)]^p
\} = f^* \eqno (4)
$$
Если $p=1$ (функция-срезка и, следовательно, штрафная функция является острой),
то $\exists C^*:\ \ \min\{f(x)+C^*\sum_{i\in M}g_i^+(x)\}=f^*$
(существует \textit{точный штраф}).
Однако при $p>1$ --- \textit{гладкий штраф} \ подобное равенство означало бы
несущественность ограничений $x\in X$ (точка безусловного минимума и так
находится в $X$).\\

Нельзя свести безусловную к минимизации для гладкого штрафа, но (4) позволяет
итеративно комбинировать метод штрафов и градиентный методов:
$ \ \forall x^1\in \R^n$
$$x^{t+1}=x^t-\alpha_t\{\grad f(x^t)+C_tp\sum_{i\in M}[g_i^+(x^t)]^{p-1}
\grad g_i(x^t)\},\ \ t=1,2,\ldots,$$
Эта процедура сходится при определенных соотношениях между $\{\alpha_t\}$ и $\{C_t\}$,
в частности для убывающего шага при $\sum\alpha_t^2C_t^2<\infty$ (например,
$\alpha_t=1/t,\ \ C_t<\sqrt t$).\\

Это был \textit{внешний штраф}. Для гладкого случая он всегда будет
немного вылезать за
ограничения. Есть еще \textit{внутренний штраф} или \textit{барьер},
который приоритизирует нахождения
решения в ограничениях, нежели его точность. В частности, это метод
\textit{Кармаркара}, когда задача (9) ($Py = q,\ y \ge \bar 0$),
эквивалента задаче условной минимизации
$$
\min_{x \ge \overline 0, ~~ \sum x_j = N} p(x)
$$
сводится к безусловной минимизации специальной барьерной функции $k(x)$, не
позволяющий методу Ньютона выйти за ограничения $x > 0$, если в этих
ограничениях выбрано начальное приближение.

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
\chapter{Билет 11}
\section{Определение комбинаторной задачи оптимизации и приближенного алгоритма ее
решения. Утверждение о разнице между приближенным и точным оптимумом
для задачи о рюкзаке (ЗР)}

\DEF \textit{Задачи дискретной (комбинаторной) оптимизации} -- индивидуальные
задачи $I$ массовой задачи оптимизации $\Pi$, для которых решение есть
произвольная реализация оптимума:
{\large $$\opt_\Pi(I) \doteq \max_{z \in S_\Pi(I)} f_\Pi(I, z)$$ }
То есть такая точка $z^{*}(I) \in S_\Pi(I)$, для которой
$f_\Pi(I, z^{*}(I)) = \opt_\Pi(I)$. Здесь $S_\Pi(I) \subseteq \Z^{n(I)}$ -
область допустимых значений дискретной переменной $z$,
$f_\Pi(I, \cdot)\ :\ S_\Pi(I) \rightarrow \Z$ - целевая функция индивидуальной
задачи $I$ оптимизации.\\

\textbf{Замечание.} Например в ЗР $S_\Pi(I)$ -- ограничения на рюкзак.\\
\textbf{Замечание.} В постановке может быть как $\max$, так и $\min$.\\

\STM Если $\P \not= \NP$, то для задачи оптимизации \underline{не} существует полиномального
алгоритма, если ее задача распознавания свойств из класса $\NPC$.\\

\DEF $\sigma_S$ - компоненты входного слова $\sigma = e(I)$, определяющие
параметры индивидуальной задачи $I\in\Pi$, которые задают допустимую область
(ограничения задачи).

\DEF $\sigma_f$ - компоненты входного слова $\sigma = e(I)$, определяющие
параметры индивидуальной задачи $I\in\Pi$, которые задают функцию цели.\\

\textbf{Пример:} для ЗР $f_\ZP(\sigma, z) = \langle c, z \rangle$\\
($\langle \cdot, \cdot \rangle$ - скалярное произведение),
$S_\ZP(\sigma) = \left\{
  z = (z_1, \ldots, z_n)\ |\ z_j \in \{0,1\}\ \ \forall j,\ \langle w,z \rangle \le K
\right\}$, а\\
$\sigma_S = (n, w, K), \sigma_f = c$.\\

\DEF Алгоритм $A$ решает задачу оптимизации, если $\forall I \in \Pi$ алгоритм
$A$ применим (т.е. останавливается) и дает $z^{*}(I)$ - решение задачи $I$ (либо
что $S_\Pi(I) = \NULL$ и решения не существует).\\

\DEF Алгоритм $A$ называется \textit{приближенным алгоритмом решения массовой
задачи оптимизации $\Pi$}, если $\forall I \in \Pi$ он находит некоторую точку
из допустимой области $z_A(I) \in S_\Pi(I)$ (если $S_\Pi(I) \not= \NULL$),
принимаемую за приближенное
решение. Значение $f_\Pi(I, z_A(I))$ называется \textit{приближенным значением
оптимума} и обозначается - $A(I)$.\\

\textbf{Замечание.} близость к оптимальному решению (оптимум) не
подразумевается.\\

\STM[11] Если $\P \not= \NP$, то ни для какой константы $C > 0\ \ \nexists A$ -
полиномальный алгоритм решения ЗР с оценкой
$|\opt_\ZP(I) - A(I)| \le C\ \ \forall I \in \ZP$.\\

\textbf{Доказательство.} Проведем от противного. Пусть найдены такие $C$ и
$A$. Построим алгоритм $A'$ следующим образом: $\forall I \in \ZP$
домножим все коэффициенты $c_j$ на $C + 1$ -- получим индивидуальную
задачу $I' \in \ZP$, к которой применим алгоритм $A$ и разделим
полученный ответ на $C + 1$, т.е. $A'(I) = A(I') / (C + 1)$.\\

Очевидно, $\opt_\ZP(I') = (C + 1)\opt_\ZP(I)$ и из полиномиальности
алгоритма $A$ вытекает полиномиальность $A'$. При этом его точность
равна
$$
  |\opt_\ZP(I) - A'(I)| =
  \frac{|\opt_\ZP (I') - A(I')|}{C + 1} \le
  \frac{C}{C + 1} < 1
$$
То есть равна нулю (так как все значения целевой функции целые).\\

Получили полиномиальный алгоритм
точного решения ЗР. Проверка $\opt_\ZP(I) \ge B$
полиномиальна, значит, построили и полиномиальный алгоритм решения ЗР в
постановке распознавания свойств, что с учетом универсальности последней
противоречит утверждению о пересечении $\P$ и $\NPC$ (см. билет 4). \qed

\section{Идея метода Ньютона}
%\textbf{Страница 43.}\\

Пусть $f\in{\bf C^2}({\R^n})$, разложим функцию $f$ в ряд Тейлора в
окрестности текущей точки $x^t$:
$$f(x)-f(x^t)=\langle \text{grad} f(x^t), x-x^t\rangle +
\frac{1}{2}\langle f''(x^t)(x-x^t), x-x^t\rangle + o(\mea{x-x^t}^2).$$
Выберем $x^{t+1}$ из условия минимизации квадратичной
аппроксимации $f(x)$ в точке $x^t$, т.е. квадратичной части приращения
     $f(x)-f(x^t)$, получим
     метод Ньютона: $$x^{t+1}=x^t-(f''(x^t))^{-1}\text{grad} f(x^t),\
\ t=1,2,\ldots,$$ где начальное приближение $x^1$ должно
находиться достаточно близко к точке оптимума $x^*$. В таком
случае (и при дополнительных предположениях, более сильных, чем
для приведенной ранее оценки скорости сходимости градиентного
метода) для метода Ньютона будет справедлива \textit{квадратичная
скорость сходимости}
$$
\Vert x^{t+1} - x^*\Vert\leq Q\Vert x^t
- x^*\Vert^2, ~~\text{т.е.}~~
\Vert x^{t+1} - x^*\Vert \le
\frac{1}{Q}(Q\Vert x^1 - x^*\Vert)^{2^t}
$$
что предполагает $\Vert x^1 - x^*\Vert<1/Q$ (оценку для $Q$ см.,
например, в [5, с.~192]). Еще раз подчеркнем, что градиентный
метод в отличие от ньютоновского сходится при любом начальном
приближении. Из определения метода Ньютона также следует
требование невырожденности матрицы вторых производных (гессиана)
функции $f$.\\

Нетрудно видеть, что полученная формула метода Ньютона решения задач
безусловной минимизации совпадает с формулой метода Ньютона решения системы
уравнений $\grad f(x)=0$, соответствующей необходимым условиям экстремума.

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
\chapter{Билет 12}
\section{Определение $\eps$-приближенного алгоритма и полностью полиномиальной
приближенной схемы (ПППС). Связь между существованием ПППС и псевдополиномиальностью}

\DEF Приближенный алгоритм $A$ решения массовой задачи $\Pi$ оптимизации
называется \textit{$\eps$-приближенным алгоритмом} решения $\Pi$ для некоторого
$\eps > 0$, если:
$$
  \forall I \in \Pi\ \ \ \ \frac{|\opt_\Pi(I) - A(I)|}{|\opt_\Pi(I)|} < \eps
$$
То есть относительная погрешность не превосходит $\eps$.\\

\THM{1.5 (связь пс-пол. и ПППС) (б/д)} Пусть для массовой задачи $\Pi$ оптимизации:
\begin{enumerate}[topsep=0pt,noitemsep]
  \item $\exists A$ - псевдополиномиальный алгоритм.
  \item $\forall I \in \Pi$ справедливо
    $|\opt_\Pi(I)| < p_1(|I|, \num(I))$ и $\num(I) < p_2(|I|, \opt_\Pi(I))$ для
    некоторых полиномов $p_1,\ p_2$.
  \item $\forall \sigma = e(I),\ I \in \Pi$: параметры $\sigma_S$ и $\sigma_f$
    (см. билет 11) не пересекаются; и $\forall z \in S_\Pi(\sigma)$ функция цели
    $f_\Pi(\sigma, z)$ линейно зависит от параметров $\sigma_f$.
\end{enumerate}
Тогда $\exists p(\cdot, \cdot)$ - полином, т.ч.
$\forall \eps > 0\ \ \exists A_\eps$ - $\eps$-приближенный алгоритм решения
$\Pi$ с временной сложностью $T_{A_\eps}(|I|) < p(|I|, 1/\eps)$.\\

\DEF \textit{Полностью полиномиальными приближенными схемами (ПППС)} называются
алгоритмы $\{A_\eps\}$ определенные в теореме 1.5 (выше).\\

\textbf{Замечание.} ПППС - лучшее для $\NPw{hard}$.\\

\section{Теорема оптимальности для разложимых функций}
%\textbf{Страница 60.}\\

\DEF Функция $f$ называется \textit{разложимой} на $f_1$ и $f_2$,
если она разделяема на $f_1$, $f_2$ и функция $f_1$ монотонно не
убывает (~$\nearrow$~) по последнему аргументу.\\

\THM{12.1 (оптимальности для разложимых функций)}
$$\min_{(x,y)}f(x,y)=\min_x f_1(x,\min_y f_2(y)),$$
и точно так же для max.\\

\textbf{Доказательство} проведем для случая минимума.\\
(Равенство будет вытекать из пары противоположных неравенств.)
\begin{gather*}
\text{По определению минимума}~~
\min_{x,y} f_1(x,f_2(y)) \le f_1(x^0,f_2(y^0)) ~~~ \forall x^0, y^0
\\
\text{а значит и для}~~
y^0 := \text{arg}\min_y f_2(y),\ \ x^0:=\text{arg}\min_x f_1(x, f_2(y^0)),
\end{gather*}
%
что доказывает неравенство ``$\leq$``. Аналогично, в силу неубывания $f_1$
по последнему аргументу,
$\ f_1(x',\min_y f_2(y)) \le f_1(x',f_2(y'))\ \ \forall x', y'.$
$$
\text{Положим}~~
y':=\text{arg}\min_y f_1(x',f_2(y)),\ \ x':=\text{arg}\min_x\{\min_y f_1(x,f_2(y))\}.
$$
Поскольку повторный min равен двойному, в правой части
получили $\min_{x,y} f(x,y)$, чем доказали и неравенство ``$\geq$``. ~~\qed\\

Для задачи условной оптимизации теорема оптимальности для
разложимых функций переписывается следующим образом:
$$
\min_{(x,y)\in\Omega} f(x,y) =
\min_{x ~:~ Y(x)\ne\NULL} ~ f_1(x,\min_{y\in Y(x)} f_2(y))
\eqno(5)
$$
где $Y(x)=\{y\vert\ (x,y)\in\Omega\}$.\\

\textbf{Замечание.} Указанная теорема используется для понижения размерности
оптимизационных задач и в методе ДП.


%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
\chapter{Билет 13}
\section{Теорема об отсутствии ПППС для задач оптимизации, соответствующих
сильно NР-полным задачам распознавания свойств}

\THM{1.6} Если для $\Pi$ оптимизации соответствующая ей $\Pi$ распознавания
свойств является сильно $\NPC$ и $\exists p'(\cdot)$ - полином, т.ч.
$|\opt_\Pi(I)| < p'(\num(I))\ \ \forall I \in \Pi$, то при условии, что
$\P \not= \NP$, ПППС для $\Pi$ \underline{не} существует.\\

\textbf{Доказательство.} Проведем от противного. Пусть ПППС существует.
Построим алгоритм $A'$ следующим образом: $\forall I \in \Pi$,
$A'$ вызывает $A_\eps$ ~с~ $\eps = 1/(p'(\num(I)) + 1)$.

Тогда по определению $\eps$-приближенного алгоритма $A_\eps$:
$$
  |\opt_\Pi(I) - A'(I)| <
  \frac{|\opt_\Pi(I)|}{p'(\num(I)) + 1} <
  \frac{p'(\num(I))}{p'(\num(I)) + 1}
$$
по условию теоремы. Но в
левой части полученного неравенства было целое число, которое оказывается
равным нулю как неотрицательное, меньшее 1. Таким образом, алгоритм $A'$
точен, причем $T_{A'}(|I|) = T_{A_\eps}(|I|) < p(|I|, p'(\num(I)) + 1)$ по
определению ПППС. Следовательно, алгоритм $A'$ псевдополиномиален, что
противоречит теореме 1.4 (см билет 10). \qed


\section{Геометрическая идея симплекс-метода}
\includegraphics[width=\textwidth]{geomAxlebSol}

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
\chapter{Билет 14}
\section{Определение озЛП. Принцип граничных решений. Алгебраическая и битовая
сложность ЛП. Результаты о сложности для задач, близких к ЛП}

\DEF \textit{Линейное программирование (ЛП)} изучает теорию, приложение и
методы решения конечных систем линейный неравенств с конечным число вещественных
неизвестных $A \in \Z^{m \times n},\ b \in \Z^m,\ x \in \R^n$, $A$ -- не
содержит нулевых строк:

$$\left\{\begin{array}{cccccccc}
    a_{11}x_1 &+& a_{12}x_2 &+& \ldots &+& a_{1n}x_n & \le b_1 \\
    a_{21}x_1 &+& a_{22}x_2 &+& \ldots &+& a_{2n}x_n & \le b_2 \\
    %\ldots && \ldots && \ldots && \ldots & \ldots \\
    \ldots\\
    a_{m1}x_1 &+& a_{m2}x_2 &+& \ldots &+& a_{mn}x_n & \le b_m \\
\end{array}\right. \eqno (1)$$

\DEF \textit{Основная задача ЛП (озЛП)} состоит в нахождении такого решения $x$
системы линейных неравенств $Ax \le b$, т.ч. оно максимизирует заданную линейную
функцию $\langle c, x \rangle = c_1 x_1 + c_2 x_2 + \ldots + c_n x_n$.
$$
  d^{*} = \max_{x \in \R^n\ :\ Ax \le b} \langle c, x \rangle
  \eqno (2)
$$

\textbf{Замечание.} грубо говоря - эта задача заключается в нахождении верхушки
параллелепипеда (полиэдра).\\

\DEF озЛП с $n$ неизвестными и $m$ ограничениями называется задачей размерности
$(n, m)$ и задается таблицей своих коэффициентов:
$$\left\vert\begin{array}{ccccc}
  a_{11} & a_{12} & \ldots & a_{1n} & b_1 \\
  a_{21} & a_{22} & \ldots & a_{2n} & b_2 \\
  \ldots & \ldots & \ldots & \ldots & \ldots \\
  a_{m1} & a_{m2} & \ldots & a_{mn} & b_m \\
  c_1 & c_2 & \ldots & c_n & 0
\end{array}\right\vert \eqno (3) $$

\textbf{Замечание.} умение решать озЛП предполагает умение решать
$Ax \le b$ \textbf{\textit{duh}}

\textbf{Замечание.} таблица коэффициентов озЛП называется
\textit{симплекс таблицей}\\

\DEF \textit{Каноническая задача ЛП:}
$\min\limits_{Ax = b,\ x \ge \overline{0}}\ \langle c, x \rangle$
или
$\max\limits_{Ax = b,\ x \ge \overline{0}}\ \langle c, x \rangle$.\\

\textbf{Замечание.} ее можно представить в виде озЛП.\\

\DEF \textit{Принцип граничных решений}: если озЛП имеет решение, то найдется
такая подматрица $A_I$ матрицы $A$, что любое решение системы уравнений
$A_I x = b_I$
($\{ a_{i1} x_1 + a_{i2} x_2 + \ldots + a_{in} x_n = b_i\ |\ i \in I \}$)
реализует максимум в озЛП.\\

\textbf{Замечание.} если $A_I$ невырожденная, то она угловая точка.\\
\textbf{Замечание.} метод Гаусса требует не более полинома 3 степени от $m, n$,
но число возможных подматриц растет экспоненциально.\\

\STM Если угловая точка задачи ЛП существует, то озЛП в разрешима, причем в ней.\\

\STM задачу ЛП можно свести к дискретной принципом граничных решений.\\

\DEF \textit{Алгебраическая сложность} - функция, оценивающая число арифметических
операций.\\

\DEF \textit{Битовая сложность} - функция, оценивающая число арифметических
операций с битами (или с конечными порциями - размером регистра машины) цифровой
записи параметров индивидуальной задачи ЛП в зависимости от длины входного
слова, то есть от $n, m$ и длин $l$ кодов чисел.\\

\STM Битовая сложность алгоритма соответствует его временной сложности.\\

\STM Задача ЛП $\in \P$.\\
\STM Задача ЛН $\in \P$ (следует из ЛП $\in \P$).\\
\STM Аналогичные задачи с дополнительным ограничением целочисленности или
булевости решения $\NPw{полны}$: БЛН и ЦЛН $\in{\bf NPC}$, т.е.
полиномиальные алгоритмы для них вряд ли будут построены.\\

\section{Идея метода ветвей и границ. Пример для задачи БЛП}
%\textbf{Страница 57.}\\

{\bf 2.} {\it Метод ветвей и границ для ЦЛП}. Рассматривается
задача
$$
\max_{z\in{\bf Z^n}\colon\ Az\leq b}\langle c,z\rangle,
\eqno (1)
$$
решением которой является целочисленный вектор $z^*$.

В корневой вершине метода вместо задачи (1) решается озЛП
$$
\max_{x\in{\bf R^n}\colon\ Ax\leq b}\langle c,x\rangle,
\eqno (2)
$$
решением которой является вектор $x^0$. Если $x^0$ оказался
целочисленным, то $z^*$:=$x^0$ --- решение задачи (1) закончено.
Иначе $\exists x^0_j\not\in{\bf Z}$ и
осуществляем ветвление по $j$-й компоненте следующим образом.\\

Из вершины выходят две ветви, и на новом ярусе к ограничениям
озЛП, решаемой в порождающей вершине, добавляется ограничение
$x_j\leq\lfloor x^0_j\rfloor$ для 1-й ветви или $x_j\geq\lceil
x^0_j\rceil$ для 2-й ветви. Значение максимума в исходной задаче ЦЛП
(1), очевидно, равно максимальному из значений подзадач ЦЛП на
каждой ветви. Но, как и ранее, вместо подзадачи ЦЛП
рассматривается подзадача без ограничения целочисленности.\\

Такая озЛП и решается в очередной порожденной
вершине в случае ее раскрытия, обозначим решение через $x^k$.\\

$\bullet$~~ Если $x^k$ --- целочисленное, то
вершина закрывается, а значение $\langle c,x^k\rangle$ функции
цели сравнивается с рекордом для его обновления или, по первому
разу, присваивается рекорду, и точка $x^k$ --- допустимая точка в
задаче (1) --- запоминается. После получения рекорда может быть
закрыта любая раскрытая вершина, для которой оптимальное
значение целевой функции окажется меньше рекорда. Действительно,
поскольку максимум по большему множеству не меньше максимума по
меньшему, то значение озЛП дает оценку сверху ({\it границу})
значения соответствующей целочисленной подзадачи, и когда
верхняя оценка не превышает рекорда, бессмысленно пытаться
увеличить рекорд на данной ветви.\\

Другим случаем закрытия вершины (отсечения ветви) является
неразрешимость поставленной озЛП и, следовательно, той же
подзадачи ЦЛП.\\

$\bullet$~~ Если $x^k$ --- нецелочисленное, то $\exists x^k_i\not\in{\bf
Z}$, и осуществляем ветвление по $i$-й компоненте описанным выше
способом. Процедура заканчивается после закрытия всех вершин,
тогда значение (1) равно текущему рекорду, либо рекорд остался
неопределенным и задача (1) не имеет решения.\\

\colorbox{GreenYellow}{Выбор стратегии ветвления в ЦЛП}
играет не меньшую роль, чем в
глобальной оптимизации. Отсутствие рекорда приводит к лишнему
перебору, но процедура ветвления ``в глубину`` может вместо
рекорда дать несовместную систему ограничений. Кроме того, для
нескольких нецелых компонент $x^k$ не понятно, по какой из них
лучше осуществлять ветвление: по новой, которая не
рассматривалась на предыдущих ярусах, или сначала перебрать все допустимые
целые значения одной из компонент (по аналогии с БЛП --- см.
ниже). Последняя стратегия имеет смысл при наличии двусторонних
ограничений на переменные.\\

%\textbf{Страница 56.}\\

Существует частный класс задач ЦЛП, в которых ограничение
целочисленности оказывается несущественным.\\

\DEF Матрица называется \textit{вполне
унимодулярной}, если определитель любой ее невырожденной квадратной
подматрицы равен по модулю 1.\\

\STM[11.1] Если матрица ограничений
разрешимой задачи ЛП с целыми коэффициентами вполне
унимодулярна, то у нее существует целочисленное решение.\\

\textbf{Доказательство.} Очевидно из принципа граничных
решений (\S 5) и правила Крамера (см. доказательство теоремы 1 \S 5).\\

\STM[11.2] Матрица $A$ вполне унимодулярна
тогда и только тогда, когда для любого целочисленного вектора
$b \in \Z^m$ все вершины многогранника $Ax\leq b,\ x\geq\bar 0$ являются
целочисленными.\\

\textbf{Доказательство.} В одну сторону аналогично
предыдущему, в другую сторону см. ссылку в [2, с. 333].\\

Таким образом, вполне унимодулярными матрицами ограничений в
принципе ограничивается класс задач ЦЛП, эквивалентных ЛП и,
следовательно, допускающих эффективное решение. Отметим, что
указанный класс, хотя и чрезвычайно узок с формальной точки
зрения (элементами матрицы $A$ могут быть только 0, 1 и -1,
причем по большей части 0), соответствует достаточно широкому
классу практических задач оптимизации на графах и сетях (одно- и
двухпродуктовые сети, двудольные графы и т.п.).\\

Приведем без доказательства еще одно полезное утверждение,
позволяющее в некоторых случаях получать приближенное решение
ЦЛП путем решения ЛП.\\

\STM[11.3]  Если все элементы симплекс-таблицы
$a_{ij},\ b_i,\ c_j$  натуральные числа, то для любого
решения $x^0$ задачи ЛП $$\max_{Ax\leq b,\
x\geq\bar 0}\langle c,x\rangle$$ вектор $\lfloor x^0\rfloor$,
составленный из компонент $\lfloor x^0_j\rfloor$, будет допустимым в
данной задаче.  При этом для решения $x^*$ соответствующей
 задачи ЦЛП
$$\max_{Ax\leq b,\ x\in {\Z^n_+}}\langle c,x\rangle$$
очевидна оценка $\vert\langle c,\lfloor x^0\rfloor\rangle - \langle
c,x^*\rangle\vert\leq\langle c,\bar 1\rangle$.\\

Условие положительности исходных данных выполняется для
некоторых экономических задач. Такой же результат можно получить
для ряда многопродуктовых потоковых задач на сетях и других
линейных задач максимизации с положительным $c$, в которых
допустимое множество вместе с любой точкой $x$ содержит и все
$x'$ с компонентами $x'_j\in [0,x_j]$.  Однако поиск $x^*$
по $\lfloor x^0\rfloor$ может потребовать перебора $2^n$
вариантов округления компонент $x^0$.\\

К сожалению, в общем случае и перебора всех возможных
вариантов округления компонент решения непрерывной задачи ЛП
оказывается недостаточно для получения решения ЦЛП (например,
при $n=2$, если для положительного $c$ рассмотреть систему
ограничений $-9x_1+10x_2\leq 0,\ -8x_1+10x_2\leq -1$).
Таким образом, поиск решения ЦЛП может потребовать очень
большого перебора целочисленных точек, и возникает та же, что и
в \S 10, задача организации перебора с целью попытаться его
сократить в случае не самой плохой задачи.     Одним
из достаточно употребительных методов перебора здесь является
метод ветвей и границ, который для ЦЛП будет рассмотрен в п.2.
Другие методы см. в [2,6].\\

%$\ldots$ \textbf{Страница 59.}\\

{\bf 3.} \textit{Метод ветвей и границ для БЛП}. Частным случаем
задачи (1) ЦЛП является задача БЛП
$$
\max_{z\in{\bf B^n}\colon\ Az\leq b}\langle c,z\rangle,
\eqno (3)
$$
решение которой --- вектор $z^0$ из булева куба.

Из результатов \S 2 (утверждения 8) вытекает $\NPw{трудность}$
БЛП и, следовательно, правомерность использования переборных
схем для решения (3). В \S 12 будет показана схема динамического
программирования для БЛП с неотрицательными коэффициентами, а
для произвольных задач (3) применима схема предыдущего пункта,
которая несколько упрощается за счет дополнительного ограничения
$0\leq z_i\leq 1$, превращающего ЦЛП в БЛП. А именно, после
замены ${\Z^n}$ на ${\bf B^n}$, при ветвлении в новые
подзадачи добавляется вместо ограничений неравенств условие
равенства 0 (для одной ветви) или 1 (для другой) той
переменной, по которой осуществляется ветвление. Таким образом
указанная переменная становится булевой во всех нижних ярусах,
т.е. по ней не придется вновь проводить ветвление, а значит, на
$n$-м ярусе решение (3) будет закончено. Число раскрываемых
вершин (или решений подзадач ЛП) при этом не превысит $2^{n+1}$,
что, конечно, тоже немало, но заметно меньше, чем для ЦЛП
(сравнимо со случаем, предусмотренным утверждением~11.3).


%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
\chapter{Билет 15}
\section{Теорема о границах решений задач ЛП с целыми коэффициентами}

\THM{5.1 (о границах решений)} Если озЛП размерности
$(n,m)$ с целыми коэффициентами разрешима, то у нее существует рациональное
решение $x^{*} \in \Q$ в шаре
$\mea{x } \leq n^{1 / 2} \Delta ([A\vert b])$
и значением озЛП $d^{*} \doteq \langle c,x^{*} \rangle$ является
рациональное число $t/s \in \Q$ со знаменателем, ограниченным
величиной $\Delta (A)$.

\textbf{Доказательство.} На основании принципа граничных решений
$\exists A_I \subseteq A$:
по правилу Крамера
$|x_j^*| = |\det A_I^j / \det A_I| \leq \Delta (\left[ A | b \right])$,
ибо $|\det A_I| \ge 1$, а определитель матрицы
$A_I^j$, полученной из $A_I$ заменой $j$-го столбца на $\pm b_I$, не превышает
по модулю $\Delta ([A \vert b])$. Отсюда для евклидовой нормы $x^{*}$ получаем
требуемую оценку. С учетом целочисленности вектора $c \in \Z$ знаменатель
$d^{*}$ может
быть выбран равным знаменателю $x_j^*\ \forall j$, и 2-е утверждение теоремы
следует из определения $\Delta (A) \ge |\det A_I|$. \qed


\section{Метод ветвей и границ для ЦЛП. Различные стратегии метода}
%\textbf{Страница 57.}\\

{\bf 2.} {\it Метод ветвей и границ для ЦЛП}. Рассматривается
задача
$$
\max_{z\in{\bf Z^n}\colon\ Az\leq b}\langle c,z\rangle,
\eqno (1)
$$
решением которой является целочисленный вектор $z^*$.

В корневой вершине метода вместо задачи (1) решается озЛП
$$
\max_{x\in{\bf R^n}\colon\ Ax\leq b}\langle c,x\rangle,
\eqno (2)
$$
решением которой является вектор $x^0$. Если $x^0$ оказался
целочисленным, то $z^*$:=$x^0$ --- решение задачи (1) закончено.
Иначе $\exists x^0_j\not\in{\bf Z}$ и
осуществляем ветвление по $j$-й компоненте следующим образом.\\

Из вершины выходят две ветви, и на новом ярусе к ограничениям
озЛП, решаемой в порождающей вершине, добавляется ограничение
$x_j\leq\lfloor x^0_j\rfloor$ для 1-й ветви или $x_j\geq\lceil
x^0_j\rceil$ для 2-й ветви. Значение максимума в исходной задаче ЦЛП
(1), очевидно, равно максимальному из значений подзадач ЦЛП на
каждой ветви. Но, как и ранее, вместо подзадачи ЦЛП
рассматривается подзадача без ограничения целочисленности.\\

Такая озЛП и решается в очередной порожденной
вершине в случае ее раскрытия, обозначим решение через $x^k$.\\

$\bullet$~~ Если $x^k$ --- целочисленное, то
вершина закрывается, а значение $\langle c,x^k\rangle$ функции
цели сравнивается с рекордом для его обновления или, по первому
разу, присваивается рекорду, и точка $x^k$ --- допустимая точка в
задаче (1) --- запоминается. После получения рекорда может быть
закрыта любая раскрытая вершина, для которой оптимальное
значение целевой функции окажется меньше рекорда. Действительно,
поскольку максимум по большему множеству не меньше максимума по
меньшему, то значение озЛП дает оценку сверху ({\it границу})
значения соответствующей целочисленной подзадачи, и когда
верхняя оценка не превышает рекорда, бессмысленно пытаться
увеличить рекорд на данной ветви.\\

Другим случаем закрытия вершины (отсечения ветви) является
неразрешимость поставленной озЛП и, следовательно, той же
подзадачи ЦЛП.\\

$\bullet$~~ Если $x^k$ --- нецелочисленное, то $\exists x^k_i\not\in{\bf
Z}$, и осуществляем ветвление по $i$-й компоненте описанным выше
способом. Процедура заканчивается после закрытия всех вершин,
тогда значение (1) равно текущему рекорду, либо рекорд остался
неопределенным и задача (1) не имеет решения.\\

\colorbox{GreenYellow}{Выбор стратегии ветвления в ЦЛП}
играет не меньшую роль, чем в
глобальной оптимизации. Отсутствие рекорда приводит к лишнему
перебору, но процедура ветвления ``в глубину`` может вместо
рекорда дать несовместную систему ограничений. Кроме того, для
нескольких нецелых компонент $x^k$ не понятно, по какой из них
лучше осуществлять ветвление: по новой, которая не
рассматривалась на предыдущих ярусах, или сначала перебрать все допустимые
целые значения одной из компонент (по аналогии с БЛП --- см.
ниже). Последняя стратегия имеет смысл при наличии двусторонних
ограничений на переменные.\\

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
\chapter{Билет 16}
\section{Теорема о мере несовместности систем линейных неравенств с целыми
коэффициентами}

\DEF Точка $x^\eps$ называется
$\eps$-приближенным решением системы линейных неравенств $Ax \le b$, если
$\langle a_i, x^\eps \rangle \le b_i + \eps\ \ \forall i = \overline{1, m}$,
где $a_i$ -- $i$-я строка матрицы $A$,
или в матричной записи, обозначая $e$ -- вектор-столбец из единиц
$$
  Ax^\eps \leq b + \eps e
  \eqno (1_{\eps})
$$

\THM{5.2 (о мере несовместности)} Если система
ЛН $Ax \le b$ имеет $\eps_1$-приближенное решение для
$\eps_1 \doteq  1 / \left[ (n + 2) \Delta(A) \right]$,
то эта система разрешима, т.е. имеет точное решение $x^0$.

\textbf{Доказательство.} Обозначим через $\eps^{*}$ минимальное
$\eps$, при котором система $(1_\eps)$ имеет решение
(по условию $\eps^{*} \le \eps_1$):
{\large$$
  \eps^*\doteq \min_{(x,\eps)\ :\ Ax \leq b + \eps e} \eps.
$$}
Допустим, что утверждение теоремы не верно, тогда $\eps^{*} > 0$
Задача
определения $\eps^{*}$ является
(с учетом равенства $\min (\cdot) = -\max (-\cdot)$)
озЛП с целевым вектором $c = (0, \ldots, 0, -1),\ \ n + 1$
переменными $(x, \eps)$ и ограничениями $Ax - \eps e \leq b$.

Следовательно, по теореме 2.1, $\eps^{*}$ может быть представлена в виде
дроби со знаменателем, не превышающим
$\Delta ([A | -e]) \le (n + 1) \Delta(A)$,
т.е. $\eps^{*} \ge 1 / [(n + 1) \Delta(A)] > \eps_1$
-- пришли к противоречию с определением $\eps^{*}$.~~ \qed\\

\textbf{Замечание.} Аналогичное утверждение справедливо и для озЛП.\\
\textbf{Замечание.} В $\Delta ([A | -e])$ идет разложение по последнему столбцу,
откуда и получается неравенство.\\

\DEF Точка $x^{*}_{\eps}$ называется
$\eps$-приближенным решением озЛП, если она является
$\eps$-приближенным решением системы и реализует максимум в
с $\eps$-точностью:
$\langle a_i, x^{*}_{\eps} \rangle \le b_i + \eps\ \ \forall i = \overline {1, m}$
и $\langle c, x^{*}_{\eps} \rangle \ge d^* - \eps$.\\

\THM{$2^{*}$ (о мере несовместности) (б/д)} Если озЛП имеет
$\eps_2$-приближенное решение для $\eps_2 \doteq 1 / (2n^2 \Delta^3(A))$,
то эта задача имеет точное решение $x^{*}$.

\section{Метод ветвей и границ для глобальной минимизации Липшицевых функций}
%\textbf{Страница 54.}\\

\DEF Функция $f(x)$ называется Липшицевой на $X$ с константой $L$, если
$\forall x,x' \in X ~:~ |f(x) - f(x')| \le L\mea{x - x'}$. Обозначается
$f\in\text{Lip}(X, L)$.\\

{\bf 2.} \textit{Метод ветвей и границ (МВГ) для глобальной минимизации}.\newline
Пусть $x^1$ --- центр куба $X$. Вычисляем $f(x^1)$ и присваиваем это
значение рекорду $R:=f(x^1)$. Разбиваем куб на $2^n$ одинаковых подкубов
$X^{1i}$ со стороной 1/2 и вычисляем значения целевой функции в их центрах:
$f(x^{1i}),\ i=1,\ldots,2^n$, обновляя по ходу вычислений значение рекорда
$R:=\min_if(x^{1i})$.
Проверяем выполнение условия $X^{1i}\subseteq T_{1i}(R)$ для
$i=1,\ldots,2^n$ и отбрасываем соответствующие подкубы. Каждый из
оставшихся
разбиваем на $2^n$ одинаковых подкубов $X^{2ij}$ со стороной 1/4
и поступаем, как прежде. На любом шаге у нас формируется
множество {\bf K} ``кубиков`` со сторонами $2^{-l},\ l\geq 2$,
целое. Правило выбора очередного кубика для разбиения
называется \textit{правилом ветвления} --- возможные варианты
приводятся ниже. Кубики со стороной не больше
$\eps/(L\sqrt n)$ исключаются из множества {\bf K} ---
дробление кубика заканчивается. Также исключаются кубики,
попавшие в множество $T_k(R)$ (с индексом $k$ --- номером кубика) для
текущего значения рекорда, --- \textit{правило отсечения ветвей}.
Рекорд обновляется при получении меньшего значения целевой
функции (\textit{правило получения границ, т.е. оценок}). Значения
целевой функции вычисляются в центре каждого нового подкубика,
включаемого в {\bf K} после разбиения выбранного для этого
кубика. Алгоритм останавливается, когда {\bf K} пусто.\\

\SUM МВГ разбивает исходный куб на граф-дерева подкубов, итеративно исключая
бесполезные (которые попали в $T_s(R)$).\\

Указанная терминология и название метода определяются тем, что
визуально данная схема перебора представляется в виде графа-дерева, корневая
вершина которого соответствует кубу $X$, вершины первого яруса --- подкубам
$X^{1i}$, вершины второго яруса --- кубикам $X^{2ij}$, подсоединенным к своим
\textit{порождающим} вершинам $X^{1i}$ 1-го яруса, и т.д. Если кубик исключается
из {\bf K}, его вершина \textit{закрывается} --- из нее не будут идти ветви на
следующий ярус. Если кубик еще не включен в {\bf K}, его вершина еще \textit{не
раскрыта}. Порядок закрытия вершины определяется правилом отсечения (своим для
каждой массовой задачи --- см. также в \S 11), порядок раскрытия --- правилом
ветвления (своим для каждой индивидуальной задачи).
Различают два вида правил ветвления по типу построения дерева решений
(выбора вершин для раскрытия): ``в ширину``, когда сначала раскрываются все
вершины одного яруса до перехода к следующему, и ``в глубину`` --- всякий раз
раскрывается лишь одна (обычно с лучшим значением рекорда) вершина на ярусе до
конца ветви. На практике реализуют некоторую смесь, например, первое правило,
пока хватает машинной памяти (в {\bf K} не слишком много элементов), затем
переключаемся на второе. Предпочтительность той или иной стратегии ветвления
оценивается каждым вычислителем по-своему, исходя из главной задачи метода
ветвей и границ --- быстрее получить лучший рекорд, чтобы отсечь больше
ветвей.\\

\SUM Порядок исключения (закрытия) вершин, ненужных для вычисления кубов,
-- правило отсечения -- зависит от конкретной массовой задачи, а правило
раскрытия (вычисления) новых кубов -- правило ветвления -- от конкретной
индивидуальной задачи. Правил ветвления два: в ширину (раскрыть все кубы яруса),
в глубину (раскрыть только один с наилучшим рекордом). На практике используют
смесь. \\

В рассматриваемой задаче есть хороший способ улучшения рекорда --- локальная
оптимизация (см. в \S 8). Ее имеет смысл проводить из текущей точки, в которой
произошло обновление рекорда, например, делая несколько шагов градиентного
метода. При этом расположение кубиков менять не надо, просто увеличивается шанс
сокращения перебора (отбрасывания больших кубиков).\\

Отметим, что в худшем случае $f=const$ ($\cup T_i=\NULL$) --- не удается
отбросить ни одной точки $x$ --- и приходим к полному перебору; т.е. указанная
в п.1 экспоненциальная оценка точна на классе всех липшицевых функций.\\

\SUM Имеет смысл улучшать рекорд с помощью локальной оптимизации: при обновлении
рекорда сделать пару шагов градиентным методом.

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
\chapter{Билет 17}
\section{Следствия систем линейных неравенств. Аффинная лемма Фаркаша (б/д)}

Здесь и далее $M = \overline{1, m} = \{1, 2, ..., m\}$.\\

\DEF Линейное неравенство
$$\langle c, x \rangle \le d \eqno(4)$$
является \textit{следствием} разрешимой системы линейных неравенств $Ax \le b$, если для
любого $x$, удовлетворяющего $Ax \le b$, выполнено (4).\\

Способ получения неравенств-следствий довольно прост: выберем произвольные
$\lambda_i \ge 0\ \ \forall i \in M$, домножим на $\lambda_i$ каждое $i$-е
неравенство системы $Ax \le b$ и сложим; получим для вектора
$$
  c = \sum_{i \in M} \lambda_i a_i\ \ \text{и любого числа }~
  d \ge \sum_{i \in M} \lambda_i b_i
$$
что (4) будет следствием (1). Оказывается, других следствий у ЛН не бывает.\\

\LEM{ Фаркаша (аффинная) (б/д)} Линейное неравенство (4)
является следствием разрешимой в вещественных переменных системы ЛН
$Ax \le b$ тогда и \textbf{только тогда}, когда существует вектор
$\lambda \in \R^m$:
$$
  c = \sum_{i \in M} \lambda_i a_i,~~
  d \ge \sum_{i \in M} \lambda_i b_i,~~
  \lambda_i \ge 0~~
  \forall i\in M
  \eqno (5)
$$

\textbf{Замечание.} Применяется в МП и везде, где есть задачи на двойственность.

\textbf{Фан факт:} лемма \textit{аффинная} потому что операции сложения и
домножение на числа -- аффинные.

\section{Понятие о временной сложности алгоритмов}

\DEF Обозначим $t_A(\sigma)$ время
работы над словом $\sigma \in \Sigma ^*\ $ (число шагов) алгоритма $A$ до
остановки.
\textit{Временной сложностью} алгоритма $A$ решения массовой
задачи $\Pi$ назовем функцию $T_A(\cdot )$, определяемую как
$$
  T_A(n) = \max_{\sigma \in \Sigma^{*}\ :\ |\sigma| < n }
  t_A(\sigma) \ \ \ \forall n\in \Zp
$$

\DEF Время работы НДМТ над словом $\sigma$ как минимальное из времен работы над
входом $\sigma$ ДМТ $A(S)$, принимающих $\sigma$ с учетом времени прочтения
слова $S$ (т.е. его длины).
$$
  \hat t_{\hat A} (\sigma) =
    \min_{\{S\ |\ \sigma\in L_{A(S)}\}} \{ |S| + t_{A(S)} (\sigma)
    \}.
$$

\DEF Временной сложностью НДМТ $\hat A$ решения массовой задачи $\Pi$ назовем функцию
$\hat T_{\hat A}(\cdot):\ \ \forall n \in \Zp$
$$
  \hat T_{\hat A}(n) =
  \max_{ \sigma \in \hat L(\hat A)\ :\ |\sigma| < n }
    \hat t_{\hat A}(\sigma) =
  \max_{\{\sigma \in \hat L(\hat A)\ :\ | \sigma| < n \}}
    \min_{\{S\ |\ \sigma\in L_{A(S)}\}}
    \{|S| + t_{A(S)} (\sigma)\}
$$

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
\chapter{Билет 18}
\section{Лемма Фаркаша о неразрешимости}

\LEM{Фаркаша (о неразрешимости)} Система ЛН $Ax \le b$
неразрешима тогда и только тогда, когда разрешима система
$$
  \sum_{i \in M} \lambda_i a_i = \bar 0,~~
  \sum_{i \in M} \lambda_i b_i \le - 1,~~
  \lambda_i \ge 0~~
  \forall i \in M
  \eqno (6)
$$

\textbf{Доказательство.} Пусть $Ax \le b$ неразрешима, тогда из разрешимости
системы\\
$\langle a_i, x \rangle + x_{n + 1} \leq b_i\ \ \forall i \in M$ должно
следовать, что $x_{n + 1} \le - \eps < 0$, т.е. следствием этой системы
является неравенство
$\langle (0, \ldots, 0, 1/\eps), (x, x_{n + 1}) \rangle \leq - 1$
и из афинной леммы Фаркаша получаем (6)
(а также в дополнение $\sum\lambda _i=1/\eps$).

Если же (6) разрешима, то указанное выше неравенство
$\langle\bar 0,x\rangle\leq -1$ оказывается следствием $Ax \le b$ и должно выполняться
для всех $x$, удовлетворяющих $Ax \le b$, значит, таких не существует.~~ \qed

\section{Понятие о недетерминированно полиномиальных задачах}

\DEF \textit{Недетерминированной машиной Тьюринга (НДМТ)} $\hat{A}$ определяется
как набор обычных -- детерминированных -- машин Тьюринга (ДМТ) $A(S)$ с
алфавитом $\Sigma$, где $S$ пробегает все слова из $\Sigma^{*}$:
$$\hat{A} = \{A(S)\}_{S\in\Sigma^{*}}$$

\textbf{Замечание.} Слова $S$ в определении НДМТ можно проинтерпретировать как подсказки к
решению (догадки), тогда ДМТ $A(S)$ проверяет для входного слова $\sigma$
подсказку $S$ и в случае правильности останавливается в состоянии ДА. НДМТ
$\hat A$ проверяет для входного слова $\sigma$ все возможные подсказки, и если
хоть одна правильная догадка существует, то НДМТ останавливается с ответом ДА.\\

\textbf{Замечание.} проверить решимость задачи с подсказкой на НДМТ можно за
полином времени (длина подсказки тоже должна не превосходить полинома от длины
входа).\\

\DEF НДМТ $\hat{A}$ останавливается, когда останавливается первая из ДМТ $A(S)$,
принимающая входное слово (останавливается в состоянии ДА).

\DEF Язык НДМТ - множество слов, принимаемых хотя бы одной ДМТ
$A(S) \in \hat{A}$:
$$
  \hat{L}(\hat{A}) = \{
    \sigma \in \Sigma^{*}\ |\ \exists S \in \Sigma^{*} :
    \sigma \in L(A(S))
  \}
$$

\textbf{Замечание.} НДМТ \underline{не может} остановиться с ответом НЕТ (она будет работать
вечно).\\

\DEF НДМТ $\hat{A}$ решает массовую задачу $\Pi$ с кодировкой $e$, если их
языки совпадают: $L(\Pi, e) = \hat{L}(\hat{A})$.\\

\DEF Время работы НДМТ над словом $\sigma$ как минимальное из времен работы над
входом $\sigma$ ДМТ $A(S)$, принимающих $\sigma$ с учетом времени прочтения
слова $S$ (т.е. его длины).
$$
  \hat t_{\hat A} (\sigma) =
    \min_{\{S\ |\ \sigma\in L_{A(S)}\}} \{ |S| + t_{A(S)} (\sigma)
    \}.
$$

\DEF Временной сложностью НДМТ $\hat A$ решения массовой задачи $\Pi$ назовем функцию
$\hat T_{\hat A}(\cdot):\ \ \forall n \in \Zp$
$$
  \hat T_{\hat A}(n) =
  \max_{ \sigma \in \hat L(\hat A)\ :\ |\sigma| < n }
    \hat t_{\hat A}(\sigma) =
  \max_{\{\sigma \in \hat L(\hat A)\ :\ | \sigma| < n \}}
    \min_{\{S\ |\ \sigma\in L_{A(S)}\}}
    \{|S| + t_{A(S)} (\sigma)\}
$$

\DEF \textit{Класс недетерминированных полиномиальных задач} $\NP$:
такие языки, для которых существует НДМТ решающая задачу $\Pi$ с кодировкой $e$,
что временная сложность этой НДМТ будет полиномом от любой
длины входы нашей задачи:
$$
\NP = \{
  L(\Pi, e)\ |\ \exists \hat A \text{ - НДМТ, реш. задачи $\Pi$ с
  кодировкой $e$},\ \exists p(\cdot) \text{ - полином}\ :\
  \hat T_{\hat A} < p(n)\ \forall n \in \Zp
\}
$$

\DEF Недетерминированной задачей называется такая задача $\Pi$, если для нее
существует такая кодировка $e$, что $L(\Pi, e) \in \NP$. Будем писать
$\Pi \in \NP$.\\

\STM[1] $\P \subseteq \NP$.\\
\textbf{Замечание.} доказать, что включение строгое/не строгое невозможно.\\
\textbf{Замечание.} Задача, для которой можно доказать, что она не
полиномиально, можно доказать, что она и не из $\NP$. Если же задача из класса
$\NP$, то доказать, что она не полиномальна нельзя.\\

\textbf{Пример:} Недетерминированной полиномиальной задачей является КМ, т.к.
проверить догадку (маршрут) можно за полином времени.\\

\DEF Дополнительной задачей $\overline{\Pi}$ к массовой задаче $\Pi$
распознавания свойств называется такая задача, которая задает обратный вопрос,
нежели $\Pi$. Формально: $D(\overline\Pi) = D(\Pi),\ Y(\overline\Pi) \setminus Y(\Pi)$.

\DEF \textbf{co-}$\P = \{ \overline{\Pi}\ |\ \Pi \in \P\}$.\\
\DEF \textbf{co-}$\NP = \{ \overline{\Pi}\ |\ \Pi \in \NP\}$\\

\STM[2] \textbf{co-}$\P = \P$.

\textbf{Замечание.} аналогичного утверждения про \textbf{co-}$\NP$ и $\NP$ дать
нельзя.

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
\chapter{Билет 19}
\section{Теорема двойственности ЛП}

\DEF \textit{Двойственной} к задаче ЛП на максимум ($\max$) с
ограничениями неравенствами в форме озЛП (2) называется
следующая задача ЛП на минимум ($\min$) с ограничениями в канонической
форме:
$$
\min\ \left\{
  \sum_{i \in M} \lambda_i b_i ~\bigg|~ \sum_{i \in M} \lambda_i a_i=c,~
  \lambda_i \ge 0 ~~ \forall i\in M
\right\},
~~\text{или в краткой записи}~~~
\min_{\lambda A=c,\ \lambda\geq\bar 0}
\langle \lambda, b \rangle
\eqno (7)
$$
Для того, чтобы построить
двойственную к произвольной задаче ЛП, надо представить ее в
форме озЛП, применить формулу (7), а затем вернуться к
обозначениям исходной задачи.\\

\THM{4.4 (двойственности ЛП)} Задача ЛП разрешима тогда и
только тогда, когда разрешима двойственная к ней. В случае разрешимости
оптимальные значения целевых функций в обеих задачах совпадают,
т.е. $d^{*} = d^{**}$, где $d^*$ -- значение (2), $d^{**}$ -- значение (7).\\

\textbf{Доказательство.} Проведем для случая озЛП, поскольку любая задача
ЛП адекватно представляется в такой форме.

Пусть задача (2) разрешима, тогда (4)
является следствием (1) $\forall d \ge d^*$ и не является $\forall d < d^{*}$,
что по афинной лемме Фаркаша эквивалентно разрешимости (5) при $d \ge d^{*}$ и
неразрешимости (5) при $d < d^{*}$, т.е.
$d^{*} = \min\{ d \vert\ (5) \}$, а это и есть значение (7).

И наоборот, из разрешимости (7) следует неразрешимость (6), ибо в противном
случае $\min$ в (7) обращался бы в $-\infty$ (так как прибавление решения (6)
к решению (7) дает допустимую точку и уменьшает значение целевой функции (7)).
Отсюда получаем разрешимость (1) по лемме Фаркаша о неразрешимости. Кроме того,
разрешимость (7) означает разрешимость (5) для любого
$d \ge d^{**}$, так что (4) оказывается следствием (1) для
$d \ge d^{**}$, и поэтому $d^{**}$ ограничивает сверху значение (2),
т.е. максимум в (2) достигается. Таким образом получили
разрешимость задачи (2) и можем вернуться к началу
доказательства для установления равенства $d^{*} = d^{**}$.~~ \qed

$$
\left\{\begin{array}{cccccccc}
    a_{11}x_1 &+& a_{12}x_2 &+& \ldots &+& a_{1n}x_n & \le b_1 \\
    a_{21}x_1 &+& a_{22}x_2 &+& \ldots &+& a_{2n}x_n & \le b_2 \\
    %\ldots && \ldots && \ldots && \ldots & \ldots \\
    \ldots\\
    a_{m1}x_1 &+& a_{m2}x_2 &+& \ldots &+& a_{mn}x_n & \le b_m \\
\end{array}\right. \eqno (1)
$$
$$
  d^{*} = \max_{x \in \R^n\ :\ Ax \le b} \langle c, x \rangle
  \eqno (2)
$$
$$
\langle c, x \rangle \le d \eqno (4)
$$
$$
  c = \sum_{i \in M} \lambda_i a_i,~~
  d \ge \sum_{i \in M} \lambda_i b_i,~~
  \lambda_i \ge 0~~
  \forall i\in M
  \eqno (5)
$$
$$
  \sum_{i \in M} \lambda_i a_i = \bar 0,~~
  \sum_{i \in M} \lambda_i b_i \le - 1,~~
  \lambda_i \ge 0~~
  \forall i \in M
  \eqno (6)
$$
$$
\min_{\lambda A=c,\ \lambda\geq\bar 0}
\langle \lambda, b \rangle.
\eqno (7)
$$

\section{Метод динамического программирования для БЛП с неотрицательными
коэффициентами}
%\textbf{Страница 63.}\\

{\bf 2.}  Примерами разложимых функций могут служить min, max, сумма,
произведение
(с неотрицательными коэффициентами) и т.п. Исходно метод ДП
использовался для оптимизации динамических систем, что
нашло отражение в применяемой терминологии. Так, ${\cal E}$
соответствует физическому пространству состояний (возможных координат
траектории движения), $x_i$ --- управлению в момент времени $t_i$,
воздействие управления на траекторию определяется функцией
перехода в следующее состояние, на конечное состояние наложены
ограничения принадлежности к ${\cal E_T}$, начальное состояние
фиксировано; $f_i(x_i,E)$ --- стоимость управления системой,
находящейся в состоянии $E$, $f$ --- стоимость всей траектории
$E_1,\ldots,E_{n-1}$.\\

{\color{darkgray}
$$
F_i(E_{i-1})=\min_{x_i\in X_i} f_i(x_i,F_{i+1}(h_i(x_i,
E_{i-1})))\ \ \forall E_{i-1}\in{\cal E}
\eqno(11)
$$
}

Соотношение (11) означает минимизацию
стоимости ``хвоста`` траектории в каждый момент времени, что
согласуется с принципом оптимальности, сформулированным
Р.~Бэллманом: оптимальная политика управления такова, что для
любого начального состояния и любых решений (по выбору
управления), принятых на начальных шагах, оставшиеся решения
образуют оптимальную политику, начинающуюся с состояния,
возникшего в результате этих решений. (Отметим, что в случае
строгой монотонности $f$ таким образом можно получить любое
решение, в случае нестрогой монотонности --- хотя бы одно).\\

Проиллюстрируем применение метода ДП на примере решения задач
БЛП с неотрицательными коэффициентами (элементами
симплекс-таблицы). Итак, вернемся к задаче (3)
$$F^*=\max_{z\in{\bf B^n}\colon\ Az\leq b}\langle c,z\rangle$$
в предположении $a_{ij},\ b_i,\ c_j\in{\Z_+}$. Обозначим
через $\bar a_j\ \ j$-й столбец матрицы $A$. Рассмотрим
семейство задач поиска
$$F_k(E)\doteq \max_{z:\ z_j\in \{0,1\}\ \forall j=k,\ldots ,n}
\sum_{j=k}^n c_j z_j$$
$$\sum_{j=k}^n \bar a_j z_j \leq b-E,$$
где $E\in{\cal E}\doteq\{E\in{\Z^m_+}\vert\ E_i\leq b_i\ \forall
i=\overline{1,m}\},\ \ k=\overline{1,n}$.\\

     Очевидно, $F^*=F_1(0)$.
     Возвратное уравнение в данном случае:
$$F_k(E)=\max\{F_{k+1}(E),\ c_k + F_{k+1}(E+\bar a_k)\},$$
$$F_n(E)=\left\{ \begin{array}{lr} c_n, & E\leq b-\bar a_n, \\ 0 &
\mbox{иначе.} \end{array} \right.$$
Находим $\forall E\in{\cal E}\ \ F_n(E)$ и соответствующие $x_n(E)$,
затем для $k=n-1,\ldots,2$ определяем $F_k(E)$ и реализующие их
$x_k(E)$ из возвратного уравнения, вычисляем $F_1(0),\ x_1(0)$ и
далее $x_2(E^1),\ldots,x_n(E^{n-1})$ в зависимости от того,
какие состояния $E^1,\ldots,E^{n-1}$ были в конечном счете использованы при
вычислении $F_1(0)$, если посмотреть по всем шагам алгоритма.\\

Число шагов предложенного алгоритма равно $n$ и на $n$-м
шаге рассматривается $\min\{(b_1+1)\cdot\ldots\cdot(b_m+1),\
2^{n-1}\}$ состояний, на ($n-1$)-м --- минимум из левой части
(равной $\vert{\cal E}\vert$) и $2^{n-2}$ и т.п. Так что при
больших $b$ метод ДП решает примерно столько же задач, сколько МВГ в
худшем случае, однако решаемые задачи здесь проще (проверка
ограничений вместо ЛП). Подчеркнем, что процедура ДП не дает
способов сокращения перебора, тогда как удачный выбор стратегии
ветвления в МВГ (например, на основе имеющейся у вычислителя
дополнительной информации или эвристических соображений)
позволяет (хотя и не гарантированно) решать задачи большей
размерности. Отметим также отсутствие ограничения
неотрицательности коэффициентов для работы МВГ. В принципе,
возможно комбинирование обеих схем (см.~[6]).

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
\chapter{Билет 20}
\section{Сведение озЛП к однородной системе уравнений с ограничением
$x > 0,\ x \not= 0$}

\STM[7.5] Задача ЛП эквивалентна поиску неотрицательного ненулевого решения
однородной системы линейных уравнений.

\textbf{Доказательство.} На основании утверждения 4 озЛП сводится к
некоторой системе ЛН (с целыми коэффициентами) относительно вектора
вещественных неизвестных $y$:
$$\hat P y = \hat q,\ \ y \ge \bar 0, \eqno (9)$$

Пусть $\hat P$ -- матрица $(K \times (N - 1))$. Введем
параметр $\hat R$, мажорирующий координаты какого-то решения (9) (по
теореме о границах решений), если система (9) разрешима. Добавим
к (9) неравенство
$\langle y, e \rangle = y_1 + \ldots + y_{N-1} \le N \hat R$,
которое превратим в равенство с
помощью дополнительной переменной $y_N$:
$\langle \hat y, e \rangle = y_1 + \ldots + y_{N-1} + y_N = N \hat R$,
а (9) перепишется как
$[\hat P \vert \bar 0] \hat y = \hat q,\ \ \hat y \ge \bar 0$.
Теперь сделаем замену переменных $x := \hat y / \hat R$
и обозначим
$
P \doteq N \hat R [\hat P \vert \bar 0] -
[\hat q \vert \hat q \vert \ldots \vert \hat q]
$.
Придем к однородной системе $Px = \bar 0$ с дополнительными ограничениями
$x = (x_1, \ldots, x_N) \ge \bar 0$, $\langle x, e \rangle = N$,
что соответствует системе
$Px = \bar 0,\ \ x \ge \bar 0,\ \ \langle x, e \rangle > 0$
с решениями-лучами $tx^0\ \ \forall t>0$,
любое из которых пересчитывается в решение исходной системы.~~ \qed

\textbf{Вопрос.} Что за решения-лучи?

\section{Применение метода динамического программирования для понижения
размерности разложимой оптимизационной задачи}

%\textbf{Страница 60.}\\

Для начала рассмотрим задачу оптимизации, записанную в виде
$$f^*=\min_{g(x,y)\in{\cal E_T}\subset{\R^m}} f(x,y),\ \
x\in X\subseteq{\R^n},\ y\in Y(x)\subseteq{\R^k}.\eqno(6)$$
Здесь ${\cal E_T}$ называется множеством
{\it терминальных состояний} системы по ассоциации с
динамическими системами управления, для оптимизации которых было
изобретено ДП. Например, для $g=(g_1,\ldots,g_m)$, если ограничения задачи
заданы в форме \ $g_i (x,y)\leq 0\ \ \forall i=\overline{1,m}$, \ то ${\cal
E_T}={\R^m_-}$.\\

Пусть $f$ разложима (4), а $g$ разделяема:
$$g(x,y)=h_2(y,h_1(x)),\
\ h_1\colon\ {\R^{n}}\to{\R^{m}},\ \ h_2\colon\ {\R^{k+m}}
     \to{\R^{m}},$$
тогда введем $\forall x,y\ \ E=h_1(x),\ \ E'=h_2(y,E)$ и
вычисляем $g$ как $g(x,y)=E'$. Функции $h_1,\ h_2$ называются
{\it функциями перехода}, векторы $E,\ E'$ --- {\it состояниями
системы}. Множество всех возможных состояний системы
обозначается ${\cal E}$ и формально задается так:
\begin{enumerate}
  \item[1)]
     ${\cal E}\supset h_1(X)\doteq\{h_1(x)\vert\ x\in X\}$,
 \item[2)]
     $\forall E\in \supset h_1(X) ~~ \{h_2(y,E)\vert y\in Y(X)\}\subset{\cal E}$
\end{enumerate}
(множество в качестве аргумента означает
объединение по всем аргументам из этого множества).\\

Рассмотрим для (6) семейство задач поиска
$$F_2(E)=\min_{y\colon\ h_2(y,E)\in{\cal E_T}}f_2(y),$$
которые нужно решать $\forall E\in{\cal E}$. По теореме
оптимальности
$$f^*=\min_{x\in X}f_1(x,F_2(h_1(x))).$$
В результате задача (6) свелась к последовательности $\vert{\cal E}\vert
+1$ оптимизационных задач меньшей размерности.\\

В методе ДП данная процедура применяется рекурсивно к
задаче
$$
F^*=\min_{g(x_1,\ldots,x_n)\in{\cal E_T}\subset{\R^m}}
f(x_1,\ldots,x_n)\eqno(7)
$$
для сведения к семейству одномерных задач следующим образом.\\

Пусть $f$ последовательно разложима, т.е.
$$\begin{array}{rl}
f(x_1,\ldots,x_n) = &f_1(x_1,\hat f_2(x_2,\ldots,x_n)), \\
\hat f_2(x_2,\ldots,x_n) = &f_2(x_2,\hat f_3(x_3,\ldots,x_n)), \\
\ldots \ldots \ldots \ldots \ldots \ldots
& \ldots  \ldots  \ldots  \ldots  \ldots  \ldots  \ldots \\
\hat f_{n-1}(x_{n-1},x_n)= &f_{n-1}(x_{n-1},f_n(x_n)),
\end{array}$$
%
и все $f_i$ монотонно не убывают по 2-му
аргументу. Пусть $g$ последовательно разделяема, т.е.
$\exists{\cal E}\subset{\R^m},\ \ \exists$ функции\ перехода\
$h_1,h_2,\ldots,h_n\colon$ $\forall x\in X=\otimes X_i$
$g(x)=h_n(x_n,E_{n-1})$,
$E_{n-1}=h_{n-1}(x_{n-1},E_{n-2}),\ldots$, $E_2=h_2(x_2,E_1)$,
$E_1=h_1(x_1)$ и $E_i\in{\cal E}\ \ \forall i=\overline{1,n-1}$.\\

Обозначим $\forall i=\overline{2,n-1},\ \ \forall E\in{\cal E}$ через $\hat
h_i(x_i,x_{i+1},\ldots,x_n,E)$ функцию, определяемую рекуррентно
равенствами: \ $E'_i=h_i(x_i,E)$, $E'_{i+1}=h_{i+1}(x_{i+1},E'_i),\
\ldots, E'_n=h_n(x_n,E'_{n-1})\doteq
\hat h_i(x_i,x_{i+1},\ldots,x_n,E)$. Заметим, что в случае
$E=E_{i-1}$: \ $\hat h_i(x_i,x_{i+1},\ldots,x_n,E_{i-1})=g(x)$ и
$E'_j=E_j \ \ \forall j\geq i$. В сделанных обозначениях
справедливо {\it возвратное соотношение} для ограничений $$\hat
h_i(x_i,x_{i+1},\ldots,x_n,E)=\hat h_{i+1}(x_{i+1},\ldots,x_n,
h_i(x_i,E)). \eqno(8)$$ Тогда по определению $$F^*=\min_{x\in
X\colon\ \hat h_2(x_2,\ldots,x_n,h_1(x_1))\in{\cal
E_T}}f_1(x_1,\hat f_2(x_2,\ldots,x_n)),$$ и по теореме
оптимальности
     $$F^*=\min_{x_1\in X_1}f_1(x_1,F_2(h_1(x_1))),\eqno(9)$$
$$\text{где}\ \ \forall E_1\in{\cal E}\ \
F_2(E_1)\doteq\min_{(x_2,\ldots,x_n)\colon\ \hat
h_2(x_2,\ldots,x_n,h_1(x_1))\in{\cal E_T}}\hat f_2(x_2,\ldots,x_n)= \ \ $$
$$\text{(из\ (8))}\ \ =\min_{(x_2,\ldots,x_n)\colon\ \hat h_3(x_3,\ldots,x_n,
h_2(x_2,E_1))\in{\cal E_T}}f_2(x_2,\hat f_3(x_3,\ldots,x_n))=$$
$$=\min_{x_2\in X_2} f_2(x_2,F_3(h_2(x_2,E_1)))$$
     (последнее равенство следует из (5) с
$x=x_2,\ y=(x_3,\ldots,x_n)$), \newline
и т.д., полагая минимум по пустому множеству равным $+\infty$, имеем
$$F_i(E)\doteq\min_{\hat h_i(x_i,x_{i+1},\ldots,x_n,E)\in{\cal
E_T}}\hat f_i(x_i,x_{i+1},\ldots,x_n)\ \ \forall i,E\eqno(10)$$
--- семейство задач, в которое ``погрузили`` (7),
$$F_i(E_{i-1})=\min_{x_i\in X_i} f_i(x_i,F_{i+1}(h_i(x_i,
E_{i-1})))\ \ \forall E_{i-1}\in{\cal E}\eqno(11)$$ --- {\it возвратное
(функциональное) уравнение ДП} $\ \forall i=\overline{2,n-1}$,
     $$F_n(E)= \min_{x_n\in
X_n\colon\ h_n(x_n,E)\in{\cal E_T}}f_n(x_n).\eqno(12)$$
{\it Алгоритм ДП}:\\

$\forall E\in{\cal E}$ вычисляем $F_n(E)$ из (12),
последовательно для $i=n-1,\ldots,2$ определяем $F_i(E)$ из (11),(10),
затем $F^*$ из (9).\\

Число шагов алгоритма (решений задач одномерной минимизации)
будет порядка $n\vert{\cal E}\vert$. Таким образом метод ДП
имеет смысл применять для задач с не очень большим числом
состояний ($\vert{\cal E}\vert$ мало).

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
\chapter{Билет 21}
\section{Классификация задач математического программирования. Преимущества
выпуклого случая}

%\textbf{Страница (39).}\\

\DEF Задача математического программирования (МП) ставится как:
$$\min_{x\in X} f(x)\eqno (1)$$
$$
\text{Здесь требуется найти arg}\min_{x\in X}f(x)\in\text{Arg}\min_{x\in X}
f(x),\ \text{т.е.}
$$
$$
x^*\in X^*\doteq \{x^*\in X\vert\ f(x^*)\leq f(x)\ \ \forall x\in X\},\ \ \text{и}
\ f^*=f(x^*)\eqno(2)
$$
Любой такой $x^*$ называется \textit{решением} (1); $f^*$ --- \textit{значение}
(1), или \textit{оптимальное значение} целевой функции $f$ в задаче (1), $X$ ---
\textit{множество ограничений} или \textit{допустимое множество}.\\

\textbf{Замечание.} Задача ЛП, как и задача минимизации функции Кармаркара, является
частным случаем задачи МП.\\

\DEF Классификация задачи оптимизации зависит от природы множества $X$:
\begin{itemize}[topsep=0pt, noitemsep]
  \item дискретные (комбинаторные) --- $X$ конечно или счетно,
  \item целочисленные --- $x_j\in{\Z}$,
  \item булевы --- $x_j \in \{0, 1\}$,
  \item вещественные (непрерывные) --- $X\subseteq \R^n$,
  \item бесконечномерные или в функциональном пространстве, например,
    когда $X$ --- подмножество гильбертова пространства $L_2$, и т.п.
\end{itemize}

\textbf{Замечание.} Мы будем рассматривать в основном задачи с вещественными
переменными.\\

\DEF МП с переменными из $\R^n$ называются
\textit{задачами математического программирования (ЗМП)}.\\

\DEF Если $X\subset {\R^n}$, то говорим о задаче \textit{условной}
оптимизации (при условии $x\in X$), иначе
($X={\R^n}$) получаем задачу \textit{безусловной} оптимизации.\\

\begin{minipage}{0.74\textwidth}
\DEF Функция $f$ называется \textit{выпуклой на X}, если
ее надграфик $\text{epigraph}_X f\doteq\{(x,y)\vert\ y\geq f(x),\ x\in X\}$ --- выпуклое
множество. Функция, выпуклая на всей области определения, называется выпуклой.
Множество называется выпуклым, если вместе с
любыми двумя своими точками оно содержит отрезок, их соединяющий.\\
\end{minipage}
\begin{minipage}{0.25\textwidth}
~~~~\includegraphics[width=\textwidth]{vipset}
\end{minipage}

\STM[2] Любая точка локального минимума выпуклой функции
является точкой ее глобального минимума.\\

\textbf{Доказательство.} Пусть $f(x^0)>f(x^*)$. Тогда $f(x^0)>f(x)$ для
всех точек $x$ полуинтервала $(x^0,x^*]\ $ (по опр. выпуклой функции), а значит, и в
некоторой окрестности $x^0$ --- противоречие с опр. локального минимума.\\

Для решения задач выпуклого программирования применим метод эллипсоидов,
причем в гладком случае отсечение полуэллипсоида проводится на основе
градиента невыполненного ограничения в полной аналогии с алгоритмом из \S 6.
Поэтому задача поиска $\eps$-приближенного решения задачи выпуклого
программирования оказывается полиномиально разрешимой. Для \textit{острых} задач
выпуклого программирования --- когда функция цели убывает в окрестности минимума
не медленнее некоторой линейной функции --- можно получить и точное решение.\\

\STM[1] ЦЛН $\propto$ ЗМП.\\

\textbf{Доказательство.} Поскольку задача ЛН является частным случаем
задачи ЛП, то для сведения {\bf ЦЛН} к ЗМП достаточно представить условие
целочисленности переменных в виде ограничений (неравенств) на вещественные
переменные, что нетрудно сделать, например, так: \ $\{x_j\in {\Z}\}$
     эквивалентно
$\{x_j\in{\R}\vert \sin^2 (\pi x_j)\leq 0\}$.

\section{Полиномиальный алгоритм округления $\eps_1$-приближенного решения системы
линейных неравенств}

%\textbf{Страница 30.}\\

{\bf 1.} Имея $\eps$-приближенное решение $Ax \le b$ (1) с
$\eps \leq \eps_1 = 1 / \left[ (n + 2) \Delta(A) \right]$,
можно (на основании теоремы 2, \S 5, см. билет 16)
быть уверенным в
существовании точного решения системы линейных неравенств. Оказыватся,
процедура получения $x^0$ из $x^{\eps_1}$ является полиномиальной.
Соответствующий \textit{алгоритм округления} $\eps_1$-приближенного
решения системы (1) до точного был указан Л.~Г.~Хачияном и состоит в
следующем.\\

\DEF \textit{Алгоритм округления} -- полиномиальный алгоритм, с помощью которого
из $\eps_1$-приближенного решения можно получить точное.\\

Присвоим $x^1:=x^{\eps_1}$ и подставим $x^1$ в (1). Разобьем множество
$M\doteq \{1,\ldots ,m\}$ индексов неравенств в системе на два подмножества
\begin{gather*}
M(x^1) \doteq \{i ~:~ \vert \langle a_i,x^1 \rangle - b_i\vert \le \eps_1\},\\
%
M \setminus M(x^1) \doteq \{i ~:~ \langle a_i,x^1 \rangle - b_i \le -\eps_1\}
\end{gather*}

Найдем решение $x'^1$ системы равенств $A_{M(x^1)}x = b_{M(x^1)}$ (существует
по теореме 2). Пусть $x'^1$ не является точным решением (1), т.е. в $x'^1$ не
выполнилось $i$-е неравенство для какого-либо $i\not\in M(x^1)$. Тогда введем
множество индексов невыполненных неравенств $M^+\doteq \{i\vert\ \langle a_i, x'^1
\rangle >b_i\}\subseteq M\setminus M(x^1)$ и рассмотрим на отрезке $[x^1,x'^1]$
ближайшую к $x'^1$ точку, в которой еще выполнены все неравенства для $i\in M^+$
(в $x^1$ они выполнены с ${\eps_1}$-запасом). А именно определим
$$
  \tau \doteq \min_{i\in M^+}
    \frac{b_i-\langle a_i,x^1\rangle}
    {\langle a_i,x'^1 \rangle - \langle a_i,x^1\rangle},~~~
  i_1 \doteq \text{arg}\min_{i \in M^+}
  \frac{b_i-\langle a_i,x^1\rangle} {\langle a_i,x'^1\rangle-\langle a_i,x^1\rangle}
$$
и присвоим $x^2:=(1-\tau)x^1+\tau x'^1$. Имеем $M(x^2)\supseteq M(x^1)\cup\{i_
1\}$, ибо неравенства с индексами из $M(x^1)\ \ {\eps_1}$-приближенно
выполнялись как равенства на всем отрезке $[x^1,x'^1]$, а неравенство с
индексом $i_1\in M^+$, не выполненное в точке $x'^1$, выполняется в $x^2$ как
равенство по
построению. Таким образом, $M(x^2)\supset M(x^1)$, но $\vert M(x)\vert\leq m$,
поэтому, повторяя указанную процедуру с заменой $x^1$ на $x^2$ и т.д., придем
не более чем через $\max(n,m)$ шагов к тому, что решение $x'$ соответствующей
системы равенств окажется $x^0$ --- решением (1).\\

С учетом полиномиальности задачи решения систем уравнений предложенный алгоритм
округления полиномиален.

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
\chapter{Билет 22}
\section{Необходимые условия локального минимума при
ограничениях-неравенствах для дифференцируемых функций}

\DEF Задача МП:~~~ $\min\limits_{x \in X} f(x)$ \hspace{\fill} (1)

\DEF $X\doteq \{x\in{\R^n}\vert\ g_i(x)\leq 0\ \ \forall i\in M\}$
\hspace{\fill}(3)\\

\DEF Функция $f$ называется
\textit{дифференцируемой по Адамару} в точке $x\in{\R^n}$, если существует
вектор $\nabla f(x)\in{\R^n}$, такой что $\forall y\in{\R^n}$ выполнено:
$$\lim_{(\tau,y')\to (+0,y)}\frac{f(x+\tau y')-f(x)}{\tau}=\langle\nabla
f(x),y\rangle.$$
Для бесконечномерных задач, когда $f$ --- функционал: $E\to {\R^1}$, где $E$
некоторое функциональное пространство, требуется: $\nabla f(x)\in E'$ для
пространства $E'$, сопряженного к $E$, и $x,y\in E$.
В гладком случае $\nabla f(x)=\text{grad}f(x)$ и можно положить $y'$
тождественно равным $y$.\\

\textbf{Замечание.} Это определение не нужно, достаточно понимать, что $f$
просто $n$-дифференцируема. А под $\Delta f$ будем понимать просто $\grad f$.\\

------\\

\DEF Понятие
\textit{возможного} или \textit{допустимого} направления в точке $x\in X$ для
множества ограничений $X$ как такого вектора $y$, для которого
$\exists\tau^0 > 0 ~:~ x+\tau y\in X\ \ \forall\tau\in[0,\tau^0]$.\\

Замыкание множества всех допустимых направлений в точке $x$ для $X$ дает
определение ниже.

\DEF \textit{Контингентным конусом} к множеству $X$ в
точке $x$ называется множество векторов
$$K(X,x)\doteq \{y ~|~ \exists \{(\tau_t,y^t)\}_{t=1}^{\infty} ~:~
     (\tau_t,y^t)\to (+0,y),\ \ x+\tau_ty^t\in X\ \ \forall t\}.$$

\textbf{Замечание.} Очевидно, для $\hat x\not\in X\ \ K(X,\hat x)=\NULL$, а для
$x'\in\text{int} X,\ \ K(X,x')={\R^n}$.\\

\DEF Для $x\in\partial X$ в случае гладкой границы конус
$K(X,x)$ называется также \textit{конусом касательных} и соответствует касательным
направлениям для ограничений-равенств.\\

\THM{9.1 (\textit{общий вид необходимых условий локального минимума в
задаче (1)})}
Пусть функция $f$ дифференцируема по Адамару,
$X\subset \R^n,\ \ X \ne \NULL,\ \ x^0$ --- точка локального
минимума $f$ в задаче (1),
тогда $\forall y\in K(X,x^0) ~:~ \langle\nabla f(x^0),y\rangle\geq 0.$\\

\textbf{Доказательство.} Выберем $y\in K(X,x^0)$. Для соответствующих
ему по опр. контингентного конуса $\{\tau_t,y^t\}$ выполнено $x^0+\tau_ty^t\in X$, и,
начиная с достаточно большого $t,\ \ x^0+\tau_ty^t\in X\cap{\bf O}
_{\eps}(x^0)$ (ибо $\tau_t\to 0$), следовательно, по определению 1
$f(x^0+\tau_ty^t)\geq f(x^0)$. В пределе получим
$$\lim_{(\tau,y')\to (+0,y)}\frac{f(x^0+\tau y')-f(x^0)}{\tau}=
\lim_{(\tau_t,y^t)\to (+0,y)}\frac{f(x^0+\tau_t y^t)-f(x^0)}{\tau_t}\geq 0,$$
и требуемое соотношение вытекает из опр. дифференцируемой по Адамаре функции.\\

\textbf{Замечание.} $O_\eps(x^0)$ -- эпсилон окрестность точки $x^0$.\\

Содержательно данные условия означают, что среди допустимых
направлений в точке локального минимума не должно быть
направлений убывания целевой функции (см. утверждение 3 \S 8).
Однако в таком общем виде этими условиями неудобно
пользоваться.\\

-----\\

Конкретизируем полученные условия для
ограничений неравенств, когда $X$ задается формулой (3). Введем
$\forall x\in X$ множество индексов $J(x)= \{i\in M\vert\
g_i(x)=0\}$ --- \textit{активных ограничений} в точке $x$, т.е.
таких неравенств из (3), которые в этой точке выполнены как
равенства. И определим множество (конус)
     $$G(x)\doteq\{y\in{\R^n}\vert\ \langle\nabla g_j(x),y\rangle
     \leq 0\ \ \forall j\in J(x)\}.$$\\

\DEF Множество $X$ для ограничений неравенств (3)
называется \textit{регулярным в точке} $x\in X$, если $G(x)\subseteq K(X,x)$.\\

\THM{9.2 \textit{(необходимые условия локального минимума с ограничениями неравенствами)}}
Пусть
функции $f,\ g_i\ \forall i\in M$ дифференцируемы по Адамару, $X\ne\emptyset,
\ \ x^0$ --- точка локального минимума $f$ в задаче (1),(3) и множество $X$
регулярно в точке $x^0$. Тогда
$$
\exists \lambda_j\geq 0 ~:~ \nabla \left\{
  f(x^0) + \sum_{j\in J(x^0)}\lambda_jg_j (x^0)
\right\} = 0
\eqno(5)
$$

\textbf{Доказательство.} По теореме 9.1 и из определения регулярности $X$
в $x^0$ следует, что $\langle\nabla f(x^0),y\rangle\geq 0$ для всех $y$,
удовлетворяющих условию $\langle\nabla g_j(x^0),y\rangle\leq 0\ \ \forall j\in
J(x^0)$. Значит, по определению 3 \S 7, линейное неравенство $\langle\nabla f
(x^0),y\rangle\geq 0$ является следствием системы линейных неравенств
$\{\langle\nabla g_j(x^0),y\rangle\leq 0\ \ \forall j\in J(x^0)\}$. Приведя это
неравенство к стандартному виду $\langle-\nabla f(x^0),y\rangle\leq 0$ и
применив афинную лемму Фаркаша (\S 7), получим, что
$$
\exists \lambda_j \geq 0 ~:~ -\nabla f(x^0) ~=
  \sum_{j \in J(x^0)} \lambda_j \nabla g_j(x^0)
\eqno \mqed
$$

\section{Идея метода Кармаркара}

%\textbf{Страница 37.}\\

\STM[7.5] Задача ЛП эквивалентна поиску
неотрицательного ненулевого решения однородной системы линейных уравнений.\\

\textbf{Доказательство.} На основании утверждения 4 озЛП сводится к
некоторой системе ЛН (с целыми коэффициентами) относительно вектора
вещественных неизвестных $y$:
$$\hat Py=\hat q,\ \ y\geq\bar 0,\eqno (9)$$
пусть $\hat P$ --- матрица $(K\times (N-1))$. Введем
параметр $\hat R$, мажорирующий координаты какого-то решения (9) (по
теореме о границах решений), если система (9) разрешима. Добавим
к (9) неравенство \centerline{$\langle y,{\bf e}\rangle =
y_1+\ldots+y_{N-1}\leq N\hat R,$} которое превратим в равенство с
помощью дополнительной переменной $y_N$: $\langle\hat y,{\bf
e}\rangle = y_1+\ldots+y_{N-1}+y_N = N\hat R$, а (9) перепишется как
$[\hat P\vert\bar 0]\hat y=\hat q,\ \ \hat y\geq\bar 0$. Теперь
сделаем замену переменных $x:=\hat y/\hat R$ и обозначим $P\doteq N\hat R[\hat
P\vert\bar 0]-[\hat q\vert\hat q\vert\ldots\vert\hat q]$. Придем
к однородной системе $Px=\bar 0$ с дополнительными ограничениями
$x=(x_1,\ldots, x_N)\geq\bar 0$, $\langle x,{\bf e}\rangle = N$,
что соответствует системе $Px=\bar 0,\ \ x\geq\bar 0,\ \ \langle
x,{\bf e}\rangle >0\ $ с решениями-лучами $tx^0\ \ \forall t>0$,
любое из которых пересчитывается в решение исходной системы.\\

{\bf 2}. \textit{Метод Кармаркара} (N.~Karmarkar, 1984 г.). Воспользуемся
утверждением 5 и обозначениями, введенными при его доказательстве. Пусть
$p(x)\doteq (\langle p_1,x\rangle)^2+\ldots +(\langle p_K,x\rangle)^2$, где $p_i$ ---
строки $P$. Тогда $p(x)=0$ эквивалентно $Px=\bar 0$. Введем \textit{функцию
Кармаркара}
$$k(x)\doteq \frac{[p(x)]^{N/2}}{x_1 x_2\cdot\ldots\cdot x_N}.$$
Применяя теорему 2 и алгоритм округления к задаче решения (9), можно
показать, что для точного ее решения достаточно найти такой $\hat x>\bar 0$,
для которого $k(\hat x)\leq 1/[3(\Delta(\hat P))^N]$ [3, с.~25--26].\\

\SUM По сути, используем $Px = \bar 0,\ x \ge 0$, ``портим`` исходную функцию
квадратичной $p(x)$, составляем функцию каркаркара $k(x)$ и минимизируем уже ее в
условии $x > \bar 0$. Строгое неравенство не даст нам точного решения, но даст
нам $\eps_1$-приближенное, которое потом полиномально можно свести к точному.
Функция $k(x)$ минимизируется итерационными методами (градиентным или
Ньютоном).\\

Полиномиальный алгоритм поиска нужного приближенного $\hat x$ приводится в [3,
с.~26--28], и мы не
будем его описывать. Отметим только, что аналогичный алгоритм может быть
построен на основании применения метода Ньютона (см. в разд.3) к задаче
минимизации функции Кармаркара или ей подобных. В результате получаем целый
класс полиномиальных алгоритмов ЛП, которые на практике оказываются сравнимыми
с симплекс-методом, не имея теоретических недостатков последнего. Предложенные
алгоритмы строятся на принципиально новой идее: не дискретной, а непрерывной
трактовки задачи ЛП, когда вместо перебора конечного числа угловых точек осуществляют
поиск решения в исходном пространстве вещественных переменных, и траектории
алгоритмов не проходят через угловые точки. Напомним, что метод эллипсоидов
также не ориентируется на угловые точки многогранника ограничений.
Характерно, что именно такой уход от дискретного программирования позволил
построить полиномиальные алгоритмы ЛП. Поэтому далее будет дан некоторый обзор
основных подходов к решению непрерывных задач оптимизации.\\

\textbf{Замечание.} Если бы речь шла о непосредственном поиске точного
решения задачи ЛП указанными методами, то нельзя было бы гарантировать
конечношаговость (не то, что полиномиальность) соответствующих алгоритмов. Для
их применения существенной является возможность остановки в приближенном
решении благодаря наличию полиномиального алгоритма округления. Но
поскольку для его работы требуется начальное приближение из определенной
окрестности решения, зависящей от длины $l$ или высоты $h$, или длины входа
$L$ конкретной задачи ЛП, то и число итераций алгоритмов, базирующихся на
рассматриваемом принципе, зависит от числа цифр в записи элементов матрицы
ограничений. Так что не удается использовать данную идею для построения
сильнополиномиальных алгоритмов ЛП, кроме как в частных случаях ограниченности
элементов матрицы (например, в задачах на графах и сетях, где
$a_{ij}=0,\pm 1$).

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
\chapter{Билет 23}
\section{Понятие о регулярности ограничений-неравенств в задаче
математического программирования}
%\textbf{Страница 48.}\\

В безусловной оптимизации (когда $X = \R^n$)
существенную роль играли направления спуска (убывания
целевой функции). В условной оптимизации, кроме убывания целевой функции,
требуется отслеживать еще и невыход за ограничения. Поэтому вводится понятие
\textit{возможного} или \textit{допустимого} направления в точке $x\in X$ для
множества ограничений $X$ как такого вектора $y$, для которого
$\exists\tau^0>0:\ \ x+\tau y\in X\ \ \forall\tau\in[0,\tau^0]$.
Замыкание множества всех допустимых направлений в точке $x$ для $X$ дает
следующее\\

\DEF \textit{Контингентным конусом} к множеству $X$ в
точке $x$ называется множество векторов
$$K(X,x)\doteq \{y ~|~ \exists \{(\tau_t,y^t)\}_{t=1}^{\infty} ~:~
     (\tau_t,y^t)\to (+0,y),\ \ x+\tau_ty^t\in X\ \ \forall t\}.$$

\textbf{Замечание.} Очевидно, для $\hat x\not\in X\ \ K(X,\hat x)=\NULL$, а для
$x'\in\text{int} X,\ \ K(X,x')={\R^n}$.\\

\DEF Для $x\in\partial X$ в случае гладкой границы конус
$K(X,x)$ называется также \textit{конусом касательных} и соответствует касательным
направлениям для ограничений-равенств.\\


\THM{9.1 (\textit{общий вид необходимых условий локального минимума в
задаче (1)})}
Пусть функция $f$ дифференцируема по Адамару,
$X\subset \R^n,\ \ X \ne \NULL,\ \ x^0$ --- точка локального
минимума $f$ в задаче (1),
тогда $\forall y\in K(X,x^0) ~:~ \langle\nabla f(x^0),y\rangle\geq 0.$\\

\textbf{Доказательство.} Выберем $y\in K(X,x^0)$. Для соответствующих
ему по опр. контингентного конуса $\{\tau_t,y^t\}$ выполнено $x^0+\tau_ty^t\in X$, и,
начиная с достаточно большого $t,\ \ x^0+\tau_ty^t\in X\cap{\bf O}
_{\eps}(x^0)$ (ибо $\tau_t\to 0$), следовательно, по определению 1
$f(x^0+\tau_ty^t)\geq f(x^0)$. В пределе получим
$$\lim_{(\tau,y')\to (+0,y)}\frac{f(x^0+\tau y')-f(x^0)}{\tau}=
\lim_{(\tau_t,y^t)\to (+0,y)}\frac{f(x^0+\tau_t y^t)-f(x^0)}{\tau_t}\geq 0,$$
и требуемое соотношение вытекает из опр. дифференцируемой по Адамаре функции.\\

\textbf{Замечание.} $O_\eps(x^0)$ -- эпсилон окрестность точки $x^0$.\\

\medskip

Содержательно данные условия означают, что среди допустимых
направлений в точке локального минимума не должно быть
направлений убывания целевой функции (см. утверждение 3 \S 8).
Однако в таком общем виде этими условиями неудобно
пользоваться.\\

     Конкретизируем полученные условия для
ограничений неравенств, когда $X$ задается формулой (3). Введем
$\forall x\in X$ множество индексов $J(x)= \{i\in M\vert\
g_i(x)=0\}$ --- \textit{активных ограничений} в точке $x$, т.е.
таких неравенств из (3), которые в этой точке выполнены как
равенства. И определим множество (конус)
     $$G(x)\doteq\{y\in{\R^n}\vert\ \langle\nabla g_j(x),y\rangle
     \leq 0\ \ \forall j\in J(x)\}.$$\\

\DEF Множество $X$ для ограничений неравенств (3)
называется \textit{регулярным в точке} $x\in X$, если $G(x)\subseteq K(X,x)$.\\

\THM{9.2 \textit{(необходимые условия локального минимума с ограничениями неравенствами)}}
Пусть
функции $f,\ g_i\ \forall i\in M$ дифференцируемы по Адамару, $X\ne\emptyset,
\ \ x^0$ --- точка локального минимума $f$ в задаче (1),(3) и множество $X$
регулярно в точке $x^0$. Тогда
$$
\exists \lambda_j\geq 0 ~:~ \nabla \left\{
  f(x^0) + \sum_{j\in J(x^0)}\lambda_jg_j (x^0)
\right\} = 0
\eqno(5)
$$

\textbf{Доказательство.} По теореме 9.1 и из определения регулярности $X$
в $x^0$ следует, что $\langle\nabla f(x^0),y\rangle\geq 0$ для всех $y$,
удовлетворяющих условию $\langle\nabla g_j(x^0),y\rangle\leq 0\ \ \forall j\in
J(x^0)$. Значит, по определению 3 \S 7, линейное неравенство $\langle\nabla f
(x^0),y\rangle\geq 0$ является следствием системы линейных неравенств
$\{\langle\nabla g_j(x^0),y\rangle\leq 0\ \ \forall j\in J(x^0)\}$. Приведя это
неравенство к стандартному виду $\langle-\nabla f(x^0),y\rangle\leq 0$ и
применив афинную лемму Фаркаша (\S 7), получим, что
$$
\exists \lambda_j \geq 0 ~:~ -\nabla f(x^0) ~=
  \sum_{j \in J(x^0)} \lambda_j \nabla g_j(x^0)
\eqno \mqed
$$

Таким образом, для регулярных ограничений необходимым условием локального
минимума в гладкой задаче (1),(3) является равенство нулю дифференциала функции
в фигурных скобках в (5) для хоть каких-нибудь $\lambda_j\geq 0$. Чтобы не
записывать в явном виде множество активных ограничений, вводят
\textit{функцию Лагранжа}
$$L(\lambda,x)\doteq f(x)+\sum_{j\in M}\lambda_jg_j(x)\doteq f(x)+
\langle\lambda,\bar g(x^0)\rangle$$
(регулярной) задачи (1),(3), где вектор-функция
$\bar g(\cdot)\doteq (g_j(\cdot)\vert\ j\in M)$.
Из
теоремы 9.2 следует, что равенство нулю дифференциала функции Лагранжа для
$\lambda_j\geq 0$ также является
необходимым условием локального минимума в регулярной задаче (1),(3), ибо
 \textit{множители Лагранжа}
$\lambda_j$, соответствующие неактивным ограничениям, можно взять
равными нулю. Последнее условие записывается как
$$\langle\lambda,\bar g(x^0)\rangle = 0 \eqno(6)$$
и называется \textit{условием дополняющей нежесткости}. Итак, доказана\\

\THM{9.3 \textit{(принцип оптимальности Лагранжа)}}
В предположениях теоремы 9.2 для задачи (1),(3) существует неотрицательный
вектор множителей Лагранжа $\lambda\geq\bar 0$, такой, что для
$x^0$ выполнены \textit{условия оптимальности}:
$\nabla_x L(x^0,\lambda)=\bar 0$ и (6).

\section{Описание метода эллипсоидов}

\STM[1] Полуэллипсоид $E^-(g)$
эллипсоида $E$ можно целиком заключить в новый эллипсоид $E'$, имеющий объем,
строго меньший $E$,
$$\frac{\text{vol}E'}{\text{vol}E} < e^{-1/(2n+2)}, \eqno (*)$$
и $E'$ можно вычислить по $E^-(g)$ за $O(n^2)$ арифметических операций.\\

\textbf{Доказательство.} Пусть $E$ --- единичный шар с центром в точке
$\bar 0$: $\ E=\{x\in{\R^n}:\ \mea{x} \leq 1\}$, а $E^-(g)=E\cap\{x_n\geq
0\}$. Поместим центр $E'$ в точку $\xi'=(0,\ldots,0,\frac{1}{n+1})$, тогда
$$E'=\{x\vert\ (x_1^2+\ldots+x_{n-1}^2)/\beta^2 + (x_n -\frac{1}{n+1})^2/\alpha
^2 \leq 1\},$$ где $\alpha\doteq 1-1/(n+1) < e^{-1/(n+1)},\ \
\beta^2\doteq 1+1/(n^2-1)<e^{1/(n^2-1)}.$\newline
Отношение объемов равно произведению полуосей $\alpha\beta^{n-1}<e^{-1/(2n+2)}$,
отсюда получаем ($*$), ибо любой эллипсоид можно превратить в
шар афинным преобразованием координат, сохраняющим объем. Действительно, будем
представлять произвольный эллипсоид $E$ с помощью его центра $\xi$ и матрицы
$Q\ (n\times n)$, задающей указанное преобразование: $E=\{x\vert\ x=\xi +Qy,
\ \mea{y}\leq 1\}$.
Обозначим $\eta\doteq Q^Tg/\mea{Q^Tg}$, где верхний индекс
$^T$ --- знак транспонирования. Тогда $\xi'$ и $Q'$, представляющие эллипсоид
$E'$ минимального объема, описанный вокруг полуэллипсоида $E^-(g)$,
пересчитываются по формулам
$$\xi'=\xi -\frac{1}{n+1}Q\eta,\ \ Q'=\frac{n}{\sqrt{(n^2-1)}}\{Q+(\sqrt{\frac
{n-1}{n+1}}-1)Q\eta\eta^T\}$$
за $O(n^2)$ арифметических операций.

\subsection*{Метод эллипсоидов получения $\varepsilon$-приближенного решения озЛП.}
Положим $\varepsilon:=\varepsilon_2\doteq 1/(2n^2\Delta^3)$. Введем множество
$\varepsilon$-приближенных решений озЛП в шаре радиуса $R\doteq n^{1/2} \Delta$ с
центром в $\bar 0$:
$$
X^*_{\varepsilon}\doteq \{x\vert\ \langle a_i,x\rangle \leq b_i + \varepsilon\ \
\forall i=\overline {1,m},\ \ \langle c,x\rangle \geq d^* - \varepsilon,\ \
\Vert x\Vert\leq R\}
$$
Выберем указанный выше шар в качестве начальной итерации для эллипсоида $E\supset
X^*_{\varepsilon}$. Рассмотрим произвольную итерацию.

Проверяем, является ли центр $\xi$ эллипсоида $E$ $\varepsilon$-приближенным
решением. Если да, то алгоритм заканчивает свою работу, в противном случае
строим
эллипсоид $E'$ для очередной итерации как минимальный по объему эллипсоид,
содержащий полуэллипсоид $E^-(g)$, где вектор $g$ определяется
следующим образом. Так как $\xi\not\in X^*_{\varepsilon}$, то либо
\begin{enumerate}
  \item[$1^0$)] $\exists i:\ \ \langle a_i,\xi\rangle >b_i + \varepsilon$,
    и тогда $g:=a_i$, либо
  %
  \item[$2^0$)] $\langle c,\xi\rangle < d^* - \varepsilon$ и $g:=-c$.
\end{enumerate}
Убедимся, что при этом $X^*_{\varepsilon}\subset E'$. Действительно, для
варианта $1^0$\newline
$\forall x\in X^*_{\varepsilon} \ \ \langle a_i,x\rangle\leq b_i + \varepsilon
<\langle a_i,\xi\rangle$, т.е. $X^*_{\varepsilon}\subset E\cap\{x\vert\ \langle
a_i,x-\xi\rangle\leq 0\}=E^-(a_i)\subset E'$;
и аналогично получим для варианта $2^0$
$$
X^*_{\varepsilon}\subset E\cap\{x\vert\ \langle c,x-\xi\rangle\geq 0\}=
E^-(-c)\subset E'
$$
Теперь с $E:=E'$ возвращаемся к началу итерации (на новый шаг).\\

{\color{darkgray}
Оценим число итераций метода эллипсоидов. Покажем, что $X^*_{\varepsilon}$
содержит шар радиуса $r/2$, где $r\doteq \varepsilon/(hn^{1/2})<R,\ \ h\geq \vert
a_{ij}\vert, \vert c_j\vert\ \ (h$ {\it высота задачи}).
Пусть  $x^*$ --- точное решение в $X^*_{\varepsilon}$. Из
     $\Vert x^* - x\Vert \leq r$ следует
     $ \vert \langle a_i,x\rangle - \langle a_i,x^*
\rangle\vert\leq\Vert a_i\Vert\ \Vert x^*-x\Vert\leq hn^{1/2}r=\varepsilon
     \ \ \forall i\in M$      и $\vert \langle c,
x\rangle - \langle c,x^*\rangle\vert\leq\Vert c\Vert\ \Vert x^*-x\Vert\leq h
n^{1/2}r$,
т.е. указанный выбор $r$ гарантирует, что все такие $x$ будут
$\varepsilon$-приближенными решениями. Поскольку $\Vert x^*\Vert\leq R$, то
множество тех из рассматриваемых $x$, для которых $\Vert
x\Vert\leq R$ (т.е. пересечение шаров радиуса $r$ и $R$,
включающее центр первого), содержит шар радиуса $r/2$. Этот шар и принадлежит
$X^*_{\varepsilon}$.
Таким образом, объем $X^*_{\varepsilon}$ больше объема $n$-мерного шара радиуса
$r/2$. Значит, объем эллипсоида, построенного последним, например $E^k$ для
$k$-й итерации, не должен оказаться меньше объема этого шара. Отсюда и из
утверждения 1 получаем для $k$ соотношение
$$
\left(\frac{r}{2R}\right)^n \le
\frac{\text{vol}X^*_{\varepsilon}}{\text{vol} E^1} \le
\frac{\text{vol}E^k}{\text{vol}E^1} < e^{-k/(2n+2)}
$$
из которого $k$ (по определению $r, R,\varepsilon,h$ и $\Delta$) не
превосходит
$$
2n^2 \ln (Rnh/\eps) < 2n^2 \ln (2n^{3.5}\Delta^5) < 10n^2 \ln (n\Delta)
$$
}

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
\chapter{Билет 24}
\section{Теорема о целочисленности решения задачи ЛП с целыми
коэффициентами для вполне унимодулярных матриц ограничений}
%\textbf{Страница (55).}\\

По-видимому, наиболее важным классом задач глобальной
оптимизации являются задачи ЦЛП. Эти задачи формулируются как
задачи ЛП с дополнительным ограничением целочисленности
переменных. Последнее ограничение, какими бы способами от него
ни избавляться, ``портит`` свойство выпуклости (и
полиномиальности) задачи ЛП. Например, выразив условие
целочисленности в форме ограничений неравенств, рассмотренной в
доказательстве утверждения 1 \S 8, и сняв их методом штрафов,
придем к задаче глобальной оптимизации, имеющей не меньше
локальных экстремумов, чем вариантов для целочисленных
переменных в исходной ЦЛП. Поэтому на практике удается решать
задачи ЦЛП только небольшой размерности или с ограничениями
целочисленности не на все, а лишь на несколько переменных.\\

Существует частный класс задач ЦЛП, в которых ограничение
целочисленности оказывается несущественным.\\

\DEF Матрица называется \textit{вполне
унимодулярной}, если определитель любой ее невырожденной квадратной
подматрицы равен по модулю 1.\\

\STM[11.1] Если матрица ограничений
разрешимой задачи ЛП с целыми коэффициентами вполне
унимодулярна, то у нее существует целочисленное решение.\\

\textbf{Доказательство.} Очевидно из принципа граничных
решений (\S 5) и правила Крамера (см. доказательство теоремы 1 \S 5).\\

\STM[11.2] Матрица $A$ вполне унимодулярна
тогда и только тогда, когда для любого целочисленного вектора
$b$ все вершины многогранника $Ax\leq b,\ x\geq\bar 0$ являются
целочисленными.\\

\textbf{Доказательство.} В одну сторону аналогично
предыдущему, в другую сторону см. ссылку в [2, с. 333].\\

Таким образом, вполне унимодулярными матрицами ограничений в
принципе ограничивается класс задач ЦЛП, эквивалентных ЛП и,
следовательно, допускающих эффективное решение. Отметим, что
указанный класс, хотя и чрезвычайно узок с формальной точки
зрения (элементами матрицы $A$ могут быть только 0, 1 и -1,
причем по большей части 0), соответствует достаточно широкому
классу практических задач оптимизации на графах и сетях (одно- и
двухпродуктовые сети, двудольные графы и т.п.).\\

Приведем без доказательства еще одно полезное утверждение,
позволяющее в некоторых случаях получать приближенное решение
ЦЛП путем решения ЛП.\\

\STM[11.3] Если все элементы симплекс-таблицы
$a_{ij},\ b_i,\ c_j$  натуральные числа, то для любого
решения $x^0$ задачи ЛП $$\max_{Ax\leq b,\
x\geq\bar 0}\langle c,x\rangle$$ вектор $\lfloor x^0\rfloor$,
составленный из компонент $\lfloor x^0_j\rfloor$, будет допустимым в
данной задаче.  При этом для решения $x^*$ соответствующей
 задачи ЦЛП
$$\max_{Ax\leq b,\ x\in {\Z^n_+}}\langle c,x\rangle$$
очевидна оценка $\vert\langle c,\lfloor x^0\rfloor\rangle - \langle
c,x^*\rangle\vert\leq\langle c,\bar 1\rangle$.\\

     Условие положительности исходных данных выполняется для
некоторых экономических задач. Такой же результат можно получить
для ряда многопродуктовых потоковых задач на сетях и других
линейных задач максимизации с положительным $c$, в которых
допустимое множество вместе с любой точкой $x$ содержит и все
$x'$ с компонентами $x'_j\in [0,x_j]$.  Однако поиск $x^*$
по $\lfloor x^0\rfloor$ может потребовать перебора $2^n$
вариантов округления компонент $x^0$.\\

     К сожалению, в общем случае и перебора всех возможных
вариантов округления компонент решения непрерывной задачи ЛП
оказывается недостаточно для получения решения ЦЛП (например,
при $n=2$, если для положительного $c$ рассмотреть систему
ограничений $-9x_1+10x_2\leq 0,\ -8x_1+10x_2\leq -1$).
Таким образом, поиск решения ЦЛП может потребовать очень
большого перебора целочисленных точек, и возникает та же, что и
в \S 10, задача организации перебора с целью попытаться его
сократить в случае не самой плохой задачи.     Одним
из достаточно употребительных методов перебора здесь является
метод ветвей и границ, который для ЦЛП будет рассмотрен в п.2.
Другие методы см. в [2,6].\\

\textbf{Ссылка была на эту теорему:}\\

\THM{5.1 (о границах решений)} Если озЛП (2) размерности
$(n,m)$ с целыми коэффициентами разрешима, то у нее существует рациональное
решение $x^*$ в шаре $\mea{x} \leq n^{1/2} \Delta ([A\vert
b])$ и значением озЛП (2) $d^*\doteq \langle c,x^*\rangle$ является
рациональное число $t/s$ со знаменателем, ограниченным
величиной $\Delta (A)$.\\

\textbf{Доказательство.} На основании принципа граничных решений $\exists A_I
\subseteq A$: по правилу Крамера $|x_j^*|=|\text{det}A_I^j/\text{det}A_I|
\leq\Delta ([A\vert b])$, ибо $|\text{det} A_I|\geq 1$, а определитель матрицы
$A_I^j$, полученной из $A_I$ заменой $j$-го столбца на $\pm b_I$, не превышает
по модулю $\Delta ([A\vert b])$. Отсюда для евклидовой нормы $x^*$ получаем
требуемую оценку. С учетом целочисленности вектора $c$ знаменатель $d^*$ может
быть выбран равным знаменателю $x_j^*\ \forall j$, и 2-е утверждение теоремы
следует из определения $\Delta (A)\geq\vert\text{det} A_I\vert $.

\section{Оценка сложности метода эллипсоидов поиска $\eps_2$-приближенного решения озЛП.}
%\textbf{Страница 32.}\\

Оценим число итераций метода эллипсоидов. Покажем, что $X^*_{\eps}$
содержит шар радиуса $r/2$, где $r\doteq \eps/(hn^{1/2})<R,\ \ h\geq \vert
a_{ij}\vert, \vert c_j\vert\ \ (h$ \textit{высота задачи}).
Пусть  $x^*$ --- точное решение в $X^*_{\eps}$. Из
     $\mea{x^* - x} \leq r$ следует
     $ \vert \langle a_i,x\rangle - \langle a_i,x^*
\rangle\vert\leq\Vert a_i\Vert\ \Vert x^*-x\Vert\leq hn^{1/2}r=\eps
     \ \ \forall i\in M$      и $\vert \langle c,
x\rangle - \langle c,x^*\rangle\vert\leq\Vert c\Vert\ \Vert x^*-x\Vert\leq h
n^{1/2}r$,
т.е. указанный выбор $r$ гарантирует, что все такие $x$ будут
$\eps$-приближенными решениями. Поскольку $\mea{x^*}\leq R$, то
множество тех из рассматриваемых $x$, для которых $\Vert
x\Vert\leq R$ (т.е. пересечение шаров радиуса $r$ и $R$,
включающее центр первого), содержит шар радиуса $r/2$. Этот шар и принадлежит
$X^*_{\eps}$.
Таким образом, объем $X^*_{\eps}$ больше объема $n$-мерного шара радиуса
$r/2$. Значит, объем эллипсоида, построенного последним, например $E^k$ для
$k$-й итерации, не должен оказаться меньше объема этого шара. Отсюда и из
утверждения 1 получаем для $k$ соотношение
$$
\left(\frac{r}{2R}\right)^n\leq\frac{\text{vol}X^*_{\eps}}{\text{vol}
E^1}\leq\frac{\text{vol}E^k}{\text{vol}E^1} < e^{-k/(2n+2)}
$$
из которого $k$ (по определению $r, R,\eps,h$ и $\Delta$) не превосходит
$$
2n^2\ln (Rnh/\eps)<2n^2\ln (2n^{3.5}\Delta^5)<10n^2\ln(n\Delta)
$$

{\footnotesize \color{gray}
{\bf УПРАЖНЕНИЕ 6. Оценить по порядку битовую длину} $L$ {\bf входа озЛП:
доказать, что} $L>O(\ln(n\Delta))$.
}

\STM $L > O(\ln(n\Delta))$.\\
\textbf{Доказательство.} Рассмотрим подробнее вход задачи озЛП:
$$
D = \left\vert\begin{array}{ccccc}
  a_{11} & a_{12} & \ldots & a_{1n} & b_1 \\
  a_{21} & a_{22} & \ldots & a_{2n} & b_2 \\
  \ldots & \ldots & \ldots & \ldots & \ldots \\
  a_{m1} & a_{m2} & \ldots & a_{mn} & b_m \\
  c_1 & c_2 & \ldots & c_n & 0
\end{array}\right\vert
\eqno (3)
$$

В решении опираемся на некоторое преобразование чисел;\\
$P$ -- подматрица $D$, оценим сверху $\det P$:
$$
  |\det P| \le \prod_i \sum_j |a_{ij}| \le
  \prod_{i=1}^n \prod_{j=1}^n (|p_{ij}| + L) \le L
$$

Очевидно, что число $n$ в битовой длине входа ограничено
$\lceil \log_2(n + 1) \rceil$.\\

Введем обозначения blen$(x)$ -- битовая длина числа $x$. Тогда
\begin{gather*}
  L \ge \sum_{i=1}^m \sum_{j=1}^n \left( \text{blen}(a_{ij} + L) \right) +
  \sum_{i=1}^n \left( \text{blen}(b_i) + L \right) +
  \sum_{j=1}^n \left( \text{blen}(c_j) + L \right) +
  \text{blen}(n) =\\=
  %
  \log_2 \prod_{i=1}^m \prod_{j=1}^n (|a_{ij}| + L) +
  \log_2 \prod_{i=1}^m (|b_i| + L) + \log_2 \prod_{j=1}^n (|c_j| + L) +
  \log_2(n) =\\=
  %
  \log_2 \left(
    \prod_{i=1}^m \prod_{j=1}^n (|a_{ij}| + L) \cdot
    \prod_{k=1}^m (|b_k| + L) \cdot
    \prod_{k=1}^n (|c_k| + L) \cdot
    n
  \right) =\\=
  %
  \log_2 \left(\prod(|d_{ij}| + L) \cdot n \right) =
  \log_2(\Delta n) = O(\text{ln}(n \Delta))
\end{gather*}
То есть получили $L \ge O(\text{ln}(n \Delta))$. ~~\qed\\

Следовательно, число итераций метода эллипсоидов $k<O(n^2)L$, и с учетом
$O(n^2+nm)$ арифметических операций для каждой итерации получим оценку
$O(n^3(n+m)L)$ для числа арифметических операций, достаточного методу
эллипсоидов при поиске $\eps_2$-приближенного решения озЛП. Алгоритм
округления $\eps_2$-приближенного решения до точного этой оценки не
портит (см.[3, с.~21]). Можно также показать, что при реализации метода
эллипсоидов и алгоритма округления все арифметические операции достаточно
проводить с числами двоичной длины, ограниченной $O(L)$. При этом ошибки,
возникающие за счет конечности числа разрядов (ошибки округлений), поглощаются
путем некоторого дополнительного увеличения (``раздутия``) описанного эллипсоида
$E'$ на каждой итерации [3, с.~24], что не влияет на порядок оценки для
общего числа итераций. В результате временная сложность такой процедуры
решения озЛП оказывается полиномом от длины входа и справедлива\\

\THM{6.3} Задача ЛП с целыми коэффициентами
разрешима за полиномиальное от длины входа время.\\

%Следствием данной теоремы является\\

\STM[6.2] $\text{ЛН} \in \P$ (как следствие предыдущей теоремы).\\

%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%%
\chapter{Типичные задачи}
\begin{itemize}
  \item КМ - задача коммивояжера. Задается матрицей связности между городами.
    $D(KM) = \{
      C, \{d(c_i, c_j) \in \Zp\ |\ c_i, c_j \in C, i < j \},\ B \in \Zp
    \}$.\\
    Типы: минимизации, оптимизации ($\NPw{hard}$), распознавания свойств
    ($\NPC$).

  \item ПЧ - задача распознавания простоты числа.\\
    Типы: распознавания свойств

  \item ВЫП - задача выполнимости конъюнкции конечного числа дизъюнктивных
    функций. Задается матрицей степеней $\alpha \in \{-1, 0, 1\}^{n \times m}$,
    таких, что $z^{-1} = \overline{z},\ z^0 = 0,\ z^1 = z$
    Постановка:
    $$K = \wedge_{i = 1}^{n} \vee_{j = 1}^{m} z_j^{\alpha_i^j}
    ~~\text{-- КНФ},~~ ?\exists z^0 \in \{0, 1\}^{m}\ :\ K(z^0) = 1$$
    Типы: распознавания свойств ($\NPC$)

  \item БЛН - задача булевы линейные неравенства. Задается матрицей
    $A \in \Z^{n\times m}$, вектором $b \in \Z^{n}$ и значениями
    $z \in \{0, 1\}^{m}$: $Az \le b$.\\
    Типы: оптимизации ($\NPw{hard}$), распознавания свойств ($\NPC$)

  \item ЦЛН - задача о существовании целочисленного решения системы линейных
    неравенств с целыми коэффициентами. Задается матрицей
    $A \in \Z^{n\times m}$, вектором $b \in \Z^{n}$ и значениями
    $x \in \Z^{m}$: $Ax \le b$.\\
    Типы: оптимизации ($\NPw{hard}$), распознавания свойств ($\NPC$)

  \item ЗР - задача о рюкзаке. Задается объемом рюкзака $K$, количеством вещей
    $n$, вектором $c \in \Zp^n$ ценности вещей, вектором $w \in \Zp^n$ объема
    вещей и вектором $z \in \{0, 1\}^n$ - класть вещь или нет.\\
    Постановка: $\sum_{j=1}^{n} c_j z_j \ge B,\ \sum_{j=1}^{n} w_j z_j \le K$
    ($B$ - минимальная полезность).\\
    Типы: минимизации, оптимизации ($\NPw{hard}$), распознавания свойств ($\NPC$).\\

  \item ЛН - задача линейные неравенства.
    Задается матрицей
    $A \in \Z^{n\times m}$, вектором $b \in \Z^{n}$ и значениями
    $x \in \R^{m}$: $Ax \le b$.\\

\end{itemize}
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max<c, x> = d = <C, X*> -- pelleHune

<C, X> = const
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